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PREZADO PROFESSOR,

As sugestões de trabalho, apresentadas neste material, refletem a constante busca da pro-
moção das competências indispensáveis ao enfrentamento dos desafios sociais, culturais e pro-
fissionais do mundo contemporâneo. 

O tempo todo os jovens têm que interagir, observar, analisar, comparar, criar, refletir e 
tomar decisões. O objetivo deste material é trazer para o estudante a oportunidade de ampliar 
conhecimentos, desenvolver conceitos e habilidades que os auxiliarão na elaboração dos seus 
Projetos de Vida e na resolução de questões que envolvam posicionamento ético e cidadão.

Procuramos contemplar algumas das principais características da sociedade do conheci-
mento e das pressões que a contemporaneidade exerce sobre os jovens cidadãos, a fim de que 
as escolas possam preparar seus estudantes adequadamente.

 Ao priorizar o trabalho no desenvolvimento de competências e habilidades, propõe-se 
uma escola como espaço de cultura e de articulação, buscando enfatizar o trabalho entre as 
áreas e seus respectivos componentes no compromisso de atuar de forma crítica e reflexiva na 
construção coletiva de um amplo espaço de aprendizagens, tendo como destaque as práticas 
pedagógicas.

Contamos mais uma vez com o entusiasmo e a dedicação de todos os professores para que 
consigamos, com sucesso, oferecer educação de qualidade a todos os jovens de nossa rede.

Bom trabalho a todos!

Coordenadoria Pedagógica – COPED

Secretaria da Educação do Estado de São Paulo



INTEGRANDO O DESENVOLVIMENTO SOCIOEMOCIONAL AO 
TRABALHO PEDAGÓGICO

A educação integral exige um olhar amplo para a complexidade do desenvolvimento inte-
grado dos estudantes e, também, para sua atuação na sociedade contemporânea e seus cená-
rios complexos, multifacetados e incertos. Nesse sentido, o desenvolvimento pleno dos estu-
dantes acontece quando os aspectos socioemocionais são trabalhados intencionalmente na 
escola, de modo integrado às competências cognitivas.

É importante ressaltar que a divisão semântica que se faz com o uso dos termos cognitivo 
e socioemocional não representa uma classificação dicotômica. É uma simplificação didática já 
que, na aprendizagem, essas instâncias (cognitiva e socioemocional) são simultaneamente mobi-
lizadas, são indissociáveis e se afetam mutuamente na constituição dos sujeitos.

O QUE SÃO COMPETÊNCIAS SOCIOEMOCIONAIS?

As competências socioemocionais são definidas como as capacidades individuais que se 
manifestam de modo consistente em padrões de pensamentos, sentimentos e comportamen-
tos. Ou seja, elas se expressam no modo de sentir, pensar e agir de cada um para se relacionar 
consigo mesmo e com os outros, para estabelecer objetivos e persistir em alcançá-los, para 
tomar decisões, para abraçar novas ideias ou enfrentar situações adversas.

Durante algum tempo, acreditou-se que essas competências eram inatas e fixas, sendo a 
primeira infância o estágio ideal de desenvolvimento. Hoje, sabe-se que as competências socio-
emocionais são maleáveis e quando desenvolvidas de forma intencional no trabalho pedagó-
gico impactam positivamente a aprendizagem.

Além do impacto na aprendizagem, diversos estudos multidisciplinares têm demonstrado 
que as pessoas com competências socioemocionais mais desenvolvidas apresentam experiên-
cias mais positivas e satisfatórias em diferentes setores da vida, tais como bem-estar e saúde, 
relacionamentos, escolaridade e no mercado de trabalho.

QUAIS SÃO AS COMPETÊNCIAS SOCIOEMOCIONAIS E COMO ELAS 
SE ORGANIZAM

Ao longo de 40 anos, foram identificadas e analisadas mais de 160 competências sociais e 
emocionais. A partir de estudos estatísticos, chegou-se a um modelo organizativo chamado de 
Cinco Grandes Fatores que agrupa as características pessoais conforme as semelhanças entre si, 
de forma abrangente e parcimoniosa. A estrutura do modelo é composta por 5 macrocompe-
tências e 17 competências específicas. Estudos em diferentes países e culturas encontraram essa 
mesma estrutura, indicando robustez e validade ao modelo.  



MACRO 
COMPETÊNCIA COMPETÊNCIA DEFINIÇÃO

Abertura ao novo

Curiosidade para 
aprender

Capacidade de cultivar o forte desejo de aprender e de 
adquirir conhecimentos, ter paixão pela aprendizagem.

Imaginação criativa
Capacidade de gerar novas maneiras de pensar e agir por 
meio da experimentação, aprendendo com seus erros, ou 
a partir de uma visão de algo que não se sabia.

Interesse artístico
Capacidade de admirar e valorizar produções artísti-
cas, de diferentes formatos como artes visuais, música  
ou literatura.

Resiliência Emocional

Autoconfiança
Capacidade de cultivar a força interior, isto é, a habilidade 
de se satisfazer consigo mesmo e sua vida, ter pensamen-
tos positivos e manter expectativas otimistas.

Tolerância ao 
estresse

Capacidade de gerenciar nossos sentimentos relaciona-
dos à ansiedade e estresse frente a situações difíceis e 
desafiadoras, e de resolver problemas com calma.

Tolerância à 
frustração

Capacidade de usar estratégias efetivas para regular as 
próprias emoções, como raiva e irritação, mantendo a 
tranquilidade e serenidade.

Engajamento com 
os outros

Entusiasmo
Capacidade de envolver-se ativamente com a vida e com 
outras pessoas de uma forma positiva, ou seja, ter empol-
gação e paixão pelas atividades diárias e a vida.

Assertividade
Capacidade de expressar, e defender, suas opiniões, 
necessidades e sentimentos, além de mobilizar as pes-
soas, de forma precisa.

Iniciativa Social
Capacidade de abordar e se conectar com outras pessoas, 
sejam amigos ou pessoas desconhecidas, e facilidade na 
comunicação

Autogestão

Responsabilidade
Capacidade de gerenciar a si mesmo a fim de conseguir 
realizar suas tarefas, cumprir compromissos e promessas 
que fez, mesmo quando é difícil.

Organização
Capacidade de organizar o tempo, as coisas e as ativida-
des, bem como planejar esses elementos para o futuro.

Determinação
Capacidade de estabelecer objetivos, ter ambição e moti-
vação para trabalhar duro, e fazer mais do que apenas o 
mínimo esperado.

Persistência
Capacidade de completar tarefas e terminar o que assumi-
mos e/ou começamos, ao invés de procrastinar ou desistir 
quando as coisas ficam difíceis ou desconfortáveis.

Foco
Capacidade de focar — isto é, de selecionar uma tarefa ou 
atividade e direcionar toda nossa atenção apenas à tarefa/
atividade “selecionada”.



MACRO 
COMPETÊNCIA COMPETÊNCIA DEFINIÇÃO

Amabilidade

Empatia

Capacidade de usar nossa compreensão da realidade 
para entender as necessidades e sentimentos dos outros, 
agir com bondade e compaixão, além do investir em nos-
sos relacionamentos prestando apoio, assistência e sen-
do solidário.

Respeito

Capacidade de tratar as pessoas com consideração, leal-
dade e tolerância, isto é, demonstrar o devido respeito 
aos sentimentos, desejos, direitos, crenças ou tradições 
dos outros.

Confiança

Capacidade de desenvolver perspectivas positivas so-
bre as pessoas, isto é, perceber que os outros geral-
mente têm boas intenções e, de perdoar aqueles que  
cometem erros.

Você sabia?

O componente Projeto de Vida desenvolve intencionalmente as 17 competências socioemocionais ao 
longo dos anos finais do Ensino Fundamental e do Ensino Médio. Em 2019, foi realizada uma escuta 
com os professores da rede para priorizar quais competências seriam foco de desenvolvimento em 
cada ano/série. A partir dessa priorização, a proposta do componente foi desenhada, tendo como um 
dos pilares a avaliação formativa com base em um instrumento de rubricas que acompanha um plano 
de desenvolvimento pessoal de cada estudante.

COMO INTEGRAR AS COMPETÊNCIAS SOCIOEMOCIONAIS AO 
TRABALHO PEDAGÓGICO  

Um dos primeiros passos para integrar as competências socioemocionais ao trabalho com 
os conteúdos do componente curricular é garantir a intencionalidade do desenvolvimento 
socioemocional no processo. Evidências indicam que a melhor estratégia para o trabalho inten-
cional das competências socioemocionais se dá por meio de um planejamento de atividades 
que seja SAFE1 – sequencial, ativo, focado e explícito:



SEQUENCIAL

Percurso com 
Situações de 

aprendizagem 
desafiadoras, de 
complexidade 

crescente e com 
tempo de duração 

adequado.

ATIVO

As competências 
socioemocionais são 

desenvolvidas por 
meio de vivências 
concretas e não a 

partir de teorizações 
sobre elas. Para isso, o 
uso de metodologias 
ativas é importante

FOCADO

É preciso trabalhar 
intencionalmente uma 

comptência por vez 
durante algumas 

aulas. Não é possível 
desenvolver todas as 

competências 
socioemocionais 
simultaneamente.

EXPLÍCITO

Para instaurar um 
vocabulário comum e 
um campo de sentido 
compartilhado com os 
estudantes, é preciso 

explicitar qual é 
competência foco de 
desenvolvimento e 

seu significado.

Desenvolver intencionalmente as competências socioemocionais não se refere a “dar uma aula 
sobre a competência”. Apesar de ser importante conhecer e apresentar aos estudantes quais são as 
competências trabalhadas e discutir com eles como elas estão presentes no dia a dia, o desenvolvi-
mento de competências socioemocionais acontece de modo experiencial e reflexivo. Portanto, ao 
preparar a estratégia das aulas, é importante considerar como oferecer mais oportunidades para que 
os estudantes mobilizem a competência em foco e aprendam sobre eles mesmos ao longo do 
processo.
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MATEMÁTICA

3ª SÉRIE – ENSINO MÉDIO

1º BIMESTRE

ORGANIZAÇÃO DAS GRADES CURRICULARES
Apresentamos a seguir uma grade curricular para a transição do material de apoio do 

Currículo do Estado de São Paulo, contendo os temas, a descrição das habilidades do Currículo 
Oficial de Matemática e sua respectiva relação com as competências gerais da Base Nacional 
Comum (BNCC) do Ensino Médio, além de algumas orientações pedagógicas, para as três séries 
que compõe o referido estágio de ensino da escolaridade básica.

A lista dos conteúdos curriculares e habilidades, em Matemática, não é rígida e inflexível. 
O que se pretende é a articulação entre os temas (álgebra, geometria, grandezas e medidas, 
números e probabilidade e estatística), tendo em vista os princípios que fundamentam o Currículo 
Oficial: a busca de uma formação voltada para as competências pessoais, a abordagem dos 
conteúdos que valorize a cultura e o mundo do trabalho, a caracterização da escola como uma 
organização viva, que busca o ensino, mas que também aprende com as circunstâncias. 

Enfim, ao fixar os conteúdos disciplinares/objetos de conhecimento, é preciso ter em 
mente que a expectativa de todo o ensino é que a aprendizagem efetivamente ocorra. As disci-
plinas curriculares não são um fim em si mesmas, o que se espera dos conteúdos é que eles 
realmente possam ser mobilizados, tendo em vista o desenvolvimento de competências pesso-
ais, tais como a capacidade de expressão, de compreensão, de argumentação etc.

Currículo Oficial – BNCC - SP Currículo Paulista – E.M.

Tema/Conteúdo Habilidades Competência Geral

Geometria/Relações
• Geometria analítica.
• Pontos: distância, ponto

médio e alinhamento de
três pontos.

• Reta: equação e estudo
dos coeficientes;
problemas lineares.

• Ponto e reta: distância.
• Circunferência: equação
• Reta e circunferência:

posições relativas.
• Cônicas: noções,

equações, aplicações

• saber usar de modo sistemático
sistemas de coordenadas cartesianas
para representar pontos, figuras,
relações, equações;

• saber reconhecer  a equação da reta,
o significado de seus coeficientes, as
condições que garantem o paralelismo
e a perpendicularidade entre retas;

• saber resolver problemas práticos
associados a equações e inequações
lineares.

• saber identificar as equações da
circunferência e das cônicas na forma
reduzida e conhecer as propriedades
características das cônicas.

2. Exercitar a curiosidade
intelectual e recorrer
à abordagem própria
das ciências, incluindo
a investigação, a
reflexão, a análise
crítica, a imaginação
e a criatividade, para
investigar causas, elaborar
e testar hipóteses, formular
e resolver problemas e
criar soluções (inclusive
tecnológicas) com base
nos conhecimentos das
diferentes áreas.
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FUNDAMENTOS DA GEOMETRIA ANALÍTICA

Normalmente o desenvolvimento dos conceitos relativos à Geometria Analítica, inicia-se  
pelo estudo da equação da reta, apresentada de um modo peculiar, na qual se destaca certa 
classe de problemas cuja solução depende apenas de uma compreensão adequada da ideia de 
proporcionalidade subjacente. São os chamados problemas lineares entre os quais estão alguns 
problemas de máximos e mínimos muito interessantes.

Consideramos, que o tema das retas, com suas equações, propriedades e aplicações pode 
ser especialmente representativa do significado da Geometria Analítica como um método de 
abordagem dos problemas geométricos que contempla o ideal cartesiano – ou o “plano” de 
Descartes, que buscava uma aproximação efetiva entre a Geometria e a Álgebra.

Desta forma, é importante, que o Professor, tenha como objetivo, as seguintes característi-
cas na abordagem deste conteúdo:

• consolidação do uso de sistemas de coordenadas cartesianas XOY, já iniciado em séries
anteriores. Tal sistema será utilizado para representar pontos do plano, determinan-
do-se, por exemplo, a distância entre dois pontos, o ponto médio e a inclinação do
segmento determinado pelos dois pontos.

• consolidação da ideia de inclinação de um segmento, buscando a caracterização de
segmentos paralelos quanto na condição de alinhamento de três pontos, uma vez que
para três pontos (A, B e C) estarem alinhados, as inclinações das retas AB, BC e AC de-
vem ser iguais.

Com base nessas condições iniciais, é possível propor e resolver uma série de problemas 
geométricos simples, em que a aprendizagem do método analítico  situa-se no centro das 
atenções.

Em continuidade, explora-se a representação de curvas por equações, iniciando-se com a 
reta. Os casos particulares das retas paralelas aos eixos coordenados, lembrando-se que neste 
caso, serão tratados diretamente, de modo simples. Para as retas inclinadas em relação aos 
eixos OX e OY, a qualidade comum a todos a seus pontos é o fato de que qualquer que seja o 
par de representantes que escolhamos, a inclinação do segmento correspondente é sempre a 
mesma: tal inclinação constante é o coeficiente angular da reta (m). Assim, facilmente se chega 
à equação y = mx + h, em que o coeficiente m representa a inclinação da reta, e h representa o 
ponto em que a reta corta o eixo OY. A caracterização de retas concorrentes e paralelas, com 
base nas inclinações correspondentes, é uma consequência natural.

Com relação à perpendicularidade de duas retas, estuda-se a inclinação de , de tal forma 
que se , então as retas serão perpendiculares. Um outro tópico importante no estudo analítico 
das retas é a forma geral da equação da reta, bem como, a representação de regiões do plano 
por meio de desigualdades.

Finalizando o estudo, tendo em vista a resolução de alguns problemas lineares, ou seja, 
problemas que envolvem apenas relações de proporcionalidade direta, incluindo-se alguns de 
problemas de máximos e mínimos. Apesar de problemas como esses não serem apresentados 
no Ensino Médio, pedimos ao professor que os leia com atenção, pois certamente perceberá 
que constituem situações simples em contextos interessantes.
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Após o estudo das retas, o próximo conteúdo é a equação da circunferência com centro na 
origem do sistema de coordenadas. O tempo disponível pelo professor deverá determinar o 
nível de exploração de tal equação, deixando-se à escolha do professor o estudo das transla-
ções da equação ou da forma geral da equação da circunferência.

O próximo assunto referente ao estudo da equação da circunferência seria o cálculo da 
distância de um ponto a uma reta, baseado apenas na inclinação m da reta. Complementando 
tal cálculo, poderá ser feito um estudo simplificado das posições relativas entre retas e 
circunferências.

Encerrando os conteúdos relativos ao 1º bimestre letivo, estudamos as cônicas são apre-
sentadas e caracterizadas por meio de propriedades de diversas maneiras. Além de constituírem 
intersecções de um plano com uma superfície cônica, o que lhes garante a denominação, a 
elipse é uma circunferência “achatada”; a hipérbole surge na representação de grandezas inver-
samente proporcionais; e a parábola, na representação de uma grandeza que é proporcional ao 
quadrado de outra. Complementarmente, as cônicas também são apresentadas pelas suas 
importantes propriedades características em relação aos focos.

As equações da elipse, da hipérbole e da parábola, são apresentadas em posições conve-
nientes em relação aos eixos de coordenadas, de modo a simplificar os cálculos. Uma extensão 
de tal estudo, conduzindo a equações mais gerais, pode ser dispensada ou adiada para o 
momento, pois serão aprofundadas posteriormente.

Os tópicos apresentados podem ser encontrados no Material de Apoio ao Currículo Oficial 
do Estado de São Paulo, nas respectivas Situações de Aprendizagem:

• Situação de Aprendizagem 1: A Geometria e o método das coordenadas, Vol.1, 3ª
série do Ensino Médio, p. 12 a 21;

• Situação de Aprendizagem 2: A reta, a inclinação constante e a proporcionalidade,
Vol.1, 3ª série do Ensino Médio, p. 22 a 33.

• Situação de Aprendizagem 3: Problemas lineares – Máximos e Mínimos, Vol. 1, 3ª série
do Ensino Médio, p. 33 a 43.

• Situações de Aprendizagem 4: Circunferências e cônicas: significados, equações, apli-
cações, Vol.1, 3ª série do Ensino Médio, p. 43 a 59
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Além das situações de aprendizagem, sugerimos alguns recursos audiovisuais,  da plata-
forma Matemática Multimídia:

•	 Estradas para estação, disponível em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1015 
(acesso em 18/03/2019);

•	 Montanhas geométricas, disponível em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1021 
(acesso em 18/03/2019);

Tesouro cartesiano, disponível em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1183 
(acesso em 18/03/2019).

ATIVIDADES

TEMA 1 – A GEOMETRIA E O MÉTODO DAS 
COORDENADAS

ATIVIDADE 1

Observe os pontos indicados no plano cartesiano, conforme mostra a figura a seguir:

Fonte: Elaborada pelos autores

Preencha a tabela a seguir, conforme os dados informados na figura.
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Pontos Distância Inclinação Equação da reta

A e B

A e D

A e G

D e E m = 2 -2x + y + 8 = 0

E e G

F e A

H e C m = 0 y - 4 = 0

H e G Indefinido x = –3 

Resolução:

Pontos: A (2, 3) e B (5, 7)

Fonte: Elaborada pelos autores

Distância:
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Inclinação:

Equação da reta:

.

Pontos: A (2, 3) e D (4, 0)

Fonte: Elaborada pelos autores

Distância:
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Inclinação:

Equação da reta:

Pontos: A (2, 3) e G (-3,0)

Fonte: Elaborada pelos autores

Distância:
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Inclinação:

Equação da reta:

Pontos: D (4, 0) e E (3, –2)

Fonte: Elaborada pelos autores

Distância:
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Inclinação:

Equação da reta:

Pontos: E (3, -2) e G (–3, 0)

Fonte: Elaborada pelos autores

Distância:

Inclinação:
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Equação da reta:

.

Pontos: F (–3, 2) e A (2, 3)

Fonte: Elaborada pelos autores

Distância:

Inclinação:



CADERNO DO PROFESSOR102

Equação da reta:

Pontos: H (–3, 4) e C (0, –4)

Fonte: Elaborada pelos autores

Distância:

Inclinação:
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Equação da reta:

Pontos: H (–3,4) e G (–3,0)

Fonte: Elaborada pelos autores

Distância:

Inclinação:

Equação da reta:

X = –3
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ATIVIDADE 2

Na tabela a seguir, são informadas na primeira linha e, coluna algumas equações de reta. 
Indique nas células de interseção da linha com a coluna se as retas são concorrentes ou 
paralelas.

y = 2x – 2 y = 3x y = 1/4 x

y = 2x – 1 Paralelas Concorrentes Concorrentes

y = 1/4 x + 2 Concorrentes Concorrentes Paralelas

y = 2x Paralelas Concorrentes Concorrentes

Fonte: Elaborada pelos autores

Quando os coeficientes angulares são iguais as retas serão paralelas (m1=m2)

Quando os coeficientes angulares são diferentes as retas serão concorrentes (m1 ≠ m2)

ATIVIDADE 3

O hexágono regular ABCDEF tem centro M, como mostra a figura a seguir, e cada lado tem 
10 unidades de comprimento. Utilizando os sistemas de coordenadas xOy e XMY.

Fonte: Elaborada pelos autores

Determine:

a.	 as coordenadas dos pontos A, B, C, D, E e F;

b.	 as coordenadas do ponto M, centro do hexágono;

c.	 a inclinação dos segmentos AD e BE;

d.	 as coordenadas do ponto médio dos segmentos: AE e BD;
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Resolução:

a.	 Como o hexágono é regular ele é formado por seis triângulos equiláteros, logo a dis-
tância entre , sendo assim as coordenadas dos pontos são:

Ponto A = (5, 0);

Ponto B = (15, 0);

Para o ponto C, é preciso considerar que a coordenada y do ponto é igual a altura do trian-
gulo MBC, considerando essa altura igual a h temos:

Fonte: Elaborada pelos autores

A partir desse resultado, para o sistema xOy, temos:

Para ponto C, temos que o segmento FC mede 20 unidades, e dista verticalmente da origem 
na altura h, então as coordenadas deste ponto será representada da seguinte maneira: C (20, )

Temos que, se h é a altura do triângulo MCB, então, existe um ponto médio (P) ao seg-
mento MC, de tal forma que MP = PC = 5. Portanto , a abscissa do ponto D, será a composição 
da medida do segmento FM = 10 unidades e do segmento MP, de medida 5, resultando no 
segmento FP com medida de 15 unidades.

Se o polígono ABCDE é um hexágono, então, temos que ele possui 6 triângulos equiláte-
ros, então temos que: , sabendo-se disto, temos que o seg-
mento BD mede 10  unidades.

Portanto, as coordenadas do ponto D será: D (15, 10 )

Utilizando o mesmo raciocínio, obtemos as coordenadas dos pontos E e F, conforme segue:

E (5, 10  e F (0, ).

b.	 O ponto M Tem como coordenada o par (10, )
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O gráfico a seguir , mostra as coordenadas dos pontos, solicitados:

Fonte: Elaborada pelos autores

c. a inclinação dos segmentos AD e BE;

Segmento AD

A (5, 0) e D (15, 10, )

A inclinação calculada, corresponde à tangente do ângulo de 60º.

Segmento BE

B (15, 0) e E (5, 10)

d. as coordenadas do ponto médio dos segmentos: AE e BD

A (5, 0); E (5, 10 ); B (15, 0) e D (15, 10 )

Segmento AE
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Segmento BD

Observem que os dois pontos médios estão na mesma altura, alterando a coordenada do 
eixo x.

ATIVIDADE 4

Dados os pontos A (1, 3), B (3, 7) e C (4, k):

a.	 determine o valor de k para que esses pontos estejam alinhados.

b.	 determine o valor de k para que a área do triângulo ABC seja igual a zero.

c.	 sendo k = 3, desenhe o triângulo ABC e calcule sua área

Resolução:

a.	 Para que três pontos, no caso, A, B e C, estejam alinhados, necessariamente temos 
que considerar: 

Então:

Como 

Podemos também utilizar a  seguinte definição:

Três pontos são colineares (alinhados) quando o determinante da matriz formada pelas 
coordenadas desses pontos for igual a zero, ou seja:

-37 - k + 19 + 3k = 0 ⇒
⇒ -18 +2k = 0 ⇒ 2k = 18 ⇒ k = 9
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b. A área do triângulo ABC será nula quando os três pontos estiverem alinhados, ou seja,
quando k = 9. É interessante aproximar essas duas informações, sempre que três pon-
tos estão alinhados, a área do triângulo formado por eles é nula e vice-versa.

c. O triângulo ABC, será representado graficamente no plano cartesiano da seguinte
maneira:

Fonte: Elaborada pelos autores

Observando a figura, verificamos que o segmento AC mede 3 unidades e a altura relativa 
a este segmento mede 4 unidades, logo a área do triângulo ABC será igual a 6 unidades quadra-
das, ou seja,

Outra maneira de se resolver a mesma atividade, consiste na utilização do cálculo de deter-
minante no cálculo de áreas de triângulos, conforme segue:

Sendo k≠9 os três pontos, não são colineares, ou seja, não estão alinhados, assim sendo, a 
disposição dos três pontos nos permite delimitar uma área triangular e sua área é igual a metade 
do módulo do determinante da matriz formada pelas coordenadas dos três pontos.
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TEMA 2 – A RETA, A INCLINAÇÃO CONSTANTE E A 
PROPORCIONALIDADE

ATIVIDADE 1

Na equação y = 473,5 x + 12,879, se x variar uma unidade, passando, por exemplo, de 2008 
para 2009, de quanto será o aumento de y? Tente responder a essa questão sem efetuar 
cálculos.

Nesta atividade o aluno deve ser capaz de compreender que o coeficiente de x é 473,5 e 
que isso significa que para cada unidade x o resultado final é acrescido de 473,5 unidades.

ATIVIDADE 2

Determine a equação da reta que passa pelo ponto A (2; 5) e tem inclinação m = 3.

Fonte: Elaborada pelos autores

Resolução:

A equação da reta e do tipo y = mx + h, ou seja, e y = 3x + h

Como o ponto (2; 5) pertence a reta, então: 5 = 3 ∙ 2 + h
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Logo, h = –1, e a equação é y = 3x –1

2ª solução

Sendo (x, y) um ponto genérico da reta , devemos ter:

Logo, y – 5 = 3 (x – 2),ou seja,y = 3x – 1

3ª solução

Dado um ponto e a inclinação da reta é possível determinar a equação geral da reta pela 
equação fundamental da reta.

(y1 – y0) = m (x1 – x0)

Dados os pontos: A (2,5) e P (x, y) e m = 3, temos que:

(y – 5) = 3 (x – 2) ⇒ y – 5 = 3x – 6 ⇒
⇒ y = 3x – 1

ATIVIDADE 3

Considere o quadrado ABCD, cujo lado mede 5 unidades, e o triângulo equilátero EFG, 
cujo lado mede 10 unidades, representados no sistema cartesiano.

Fonte: Elaborada pelos autores

a.	 escolha um sistema de coordenadas que considere mais adequado e escreva as equa-
ções das retas AB, BC, CD, DA, AC e BD.

b.	 escolha um sistema de coordenadas que considere mais adequado e escreva as equa-
ções das retas EF, FG, GE e OM, onde M é o ponto médio do lado EF e O é o ponto 
médio do lado GF.

Resolução:

a.	 As retas AB e DC são paralelas ao eixo x (constantes) portanto suas equações, respec-
tivamente, são:

y = 5  e y = 0



MATEMÁTICA 111

permanece 5. O mesmo raciocínio é valido para a reta DC, para qualquer valor de x o valor 
de y = 0.

As retas DA e BC são paralelas ao eixo y portanto suas equações, respectivamente, são:

X=0 e x=5

Nesses casos em que a reta é vertical, ou seja, não é possível determinar o coeficiente 
angular sua equação é definida pelo ponto onde a reta cruza o eixo da abscissa.

A reta AC, coincide com a diagonal do quadrado ABCD, logo, estão a 45º graus em relação 
ao eixo x.

Sabendo que m=tga é possível determinar o coeficiente angular da reta (m=tg45º=1) con-
siderando qualquer ponto pertencente a reta e o seu coeficiente angular é possível por meio da 
equação fundamental da reta determinar sua equação:

(y1 – y0) = m(x1 – x0)

(y1 – 5) = 1 (x1 – 5)

y – 5 = x – 5

y – 5 + 5 = x

y = x

A reta AC encontra-se em situação semelhante a reta BD, porém é decrescente portanto 
seu coeficiente angular é negativo. O ângulo formado entre a reta e o eixo x é de 135º 
(m = tg135º = –1)

(y1 – y0) = m(x1 – x0)

(y1 – 0) = –1 (x1 – 5)

y = –x + 5

b.	 Dado o triangulo equilátero, seus ângulos internos são todos de 60º graus. Sendo 
assim o ângulo formado pela reta GE é igual a 60º, (m = tg60º= ). Tomando um 
ponto pertencente a reta GE (ponto G) é possível usar a equação fundamental e de-
terminar a equação da reta.

A reta EF forma com o eixo x um ângulo de 120º graus, possibilitando o cálculo de seu 
coeficiente angular; m=tg120º= - . Tomando um ponto pertencente a reta EF (ponto F) é pos-
sível determinar a equação da reta.

A reta EF forma com o eixo x um ângulo de 120º graus, possibilitando o cálculo de seu 
coeficiente angular; m=tg120º= - . Tomando um ponto pertencente a reta EF (ponto F) é pos-
sível determinar a equação da reta.
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Obs. Foi evitado usar o ponto E no item anterior por comodidade evitando calcular a sua 
ordenada.

A reta FG é constante (paralela ao eixo x) e coincidente com a abscissa. Seu coeficiente 
angular é igual a zero (m=0), tomando o ponto F pertencente a reta FG temos:

(y1 – y0) = m(x1 – x0)

(y1 – 0) = 0 (x1 – 5)

y=0

O ponto médio M divide o segmento EF ao meio e o ponto O divide o segmento GF tam-
bém ao meio, formando um novo triângulo equilátero OMF, assim a reta OM forma com a abs-
cissa o ângulo de 60º, possibilitando calcular  seu coeficiente angular m=tg60º= . Tomando o 
ponto O como ponto de referencia pertencente a reta OM, temos:

PERPENDICULARISMO ENTRE DUAS RETAS

Se duas retas inclinadas em relação aos eixos coordenados r1 e r2 são perpendiculares, 
então suas inclinações m1 e m2  tem sinais opostos e são inversas, isto é, m1· m2 = –1, como é 
possível perceber pela análise da figura seguinte:

Os ângulos assinalados nos dois triângulos retângulos são congruentes. Isto nos permite 
afirmar que   (note que, como m2< 0, o segmento que corresponde ao lado do triângulo tem 
comprimento igual a –m2 ). Sendo assim, concluímos que m1· m2 = –1
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ATIVIDADE 4

Considerando os apontamentos teóricos anteriormente citados, determine a equação da 
reta t que passa pelo ponto A e é perpendicular à reta r, nos seguintes casos

A r t

(0; 0) y = 4 – 3x

(0; 4) y =2x – 5

(0; –3) y = 0,2x + 7 y = -5x - 15

(0; 7)

(1; 2) y = 3x + 7

Resolução:

Como visto anteriormente, se duas retas são perpendiculares entre si, então m1.m2= -1. 
Identificado o coeficiente angular da reta r é possível calcular o coeficiente angular da reta t de 
modo que ele seja o oposto inverso do coeficiente angular de r, garantindo o perpendicularismo.

Para a coordenada (0;0) temos a reta r dada pela equação

y = 4 – 3x

O coeficiente angular da reta r, mr = –3 , sabendo o coeficiente angular de r calcula-se o 
coeficiente angular de t,

Sabendo o coeficiente angular da reta t, é possível saber a equação da reta t.
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Usa-se do mesmo raciocínio para as demais coordenadas.

Problemas lineares: Máximos e Mínimos

ATIVIDADE 1

Em uma fábrica que produz um só tipo de produto, o custo C da produção de x unidades 
é a soma de um custo fixo C0 com custo variável C1 , que é proporcional a x, então C1 = Kx, onde 
k representa o custo de cada unidade do produto.

Em uma fábrica como a descrita acima, tem-se: C = 3000 + 150x (x é o número de artigos; 
C é o custo da produção em reais).

a.	 esboce o gráfico de C em função de x.

b.	 Para qual valor de x o custo fixo se iguala ao custo variável?

c.	 a partir de qual valor de x o custo fixo passa a representar menos de 10% do custo 
total da produção?

Resolução:

a.	

Fonte: Elaborada pelo autor

b.	 O custo fixo é de 3000, o custo variável é representado por 150x, então:
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Graficamente, temos a seguinte situação:

Fonte: Elaborada pelos autores

c.	 O custo fixo passará a corresponder a 10% do custo total na seguinte situação:

3000 = 10% de (3000 + 150x)

ou seja, na seguinte situação:

ATIVIDADE 2

Um pequeno fazendeiro dispõe de 8 alqueires para plantar milho e cana. Ele deve decidir 
quanto plantar de milho e quanto de cana, em alqueires, de modo que seu rendimento total seja 
o maior possível. Cada alqueire de milho plantado deve resultar em um rendimento líquido de 
R$ 20 mil, e cada alqueire de cana deverá render R$ 15 mil. No entanto, cada alqueire de milho 
requer 20 000 L de água para irrigação e cada alqueire de cana requer 10 000 L de água, sendo 
que, no período correspondente, a quantidade de água disponível para tal fim é 120 000 L.

Considere x e y as quantidades de alqueires plantados de milho e cana, respectivamente.

a.	 como se pode representar, em termos de x e y, o rendimento total R a ser recebido 
pelo fazendeiro, supondo que venda a totalidade de sua produção?

b.	 qual a relação entre x e y que traduz a exigência de que o total de alqueires plantados 
não pode ser maior que 8? Represente no plano cartesiano os pontos (x; y) que satis-
fazem essa relação.

c.	 qual é a relação entre x e y que traduz a exigência de que o total de água a ser utili-
zado não pode superar os 120 000L? Represente no plano cartesiano os pontos (x; y) 
que satisfazem essa relação
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d. represente no plano cartesiano o conjunto dos pontos que satisfazem, simultanea-
mente, as duas exigências expressas nos itens (B) e (C) (lembrando que devemos ter
x≥0,y≥0).

e. determine o conjunto dos pontos (x; y) do plano que correspondem ao rendimento
R1 = 75 mil, e os que correspondem ao rendimento R2 = 120 mil.

f. mostre que, quanto maior o rendimento R, maior a ordenada do ponto em que a reta
que o representa o eixo OY.

g. determine o ponto da região do item d que corresponde ao rendimento total máximo.

Resolução:

a. Cada alqueire de milho renderá 20.000, logo, se plantar x alqueires, o rendimento será
20.000x. Cada alqueire de cana renderá 15.000, logo, se plantar y alqueires de cana, o
rendimento será 15.000y. O rendimento total será R = 20.000x + 15.0000y.

b. Sendo x a quantidade de alqueires a ser plantados de milho e y a quantidade de al-
queires plantados de cana, a soma x + y não pode ultrapassar os 8 alqueires disponí-
veis, ou seja x + y ≤ 8

Fonte: Elaborada pelos autores.

c. Como cada alqueire de milho requer 20.000L de água, x alqueires requererão 20.000x
L, da mesma forma, y alqueires cana utilizarão 10.000y L de água. Assim o total de li-
tros de água utilizados será 20.000x + 10.000y, e não poderá ultrapassar o limite de
120.000, ou seja, 20.000x + 120.000 ≤ 120.000, isso corresponde aos pontos situados
abaixo da reta ou na reta 20.000 x + 10.000y = 120.000.

Para representar a reta podemos simplificar os coeficientes, obtendo 2x + y = 12

• para x = 0, temos y = 12;

• para y = 0, temos x = 6
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Fonte: Elaborada pelos autores

d.	 Os pontos do plano que satisfazem simultaneamente as duas restrições são os pontos 
situados abaixo ou na reta x + y =8 e abaixo ou na reta 2x + y = 12. Formam o quadri-
látero ABCD indicado na representação a seguir.

Fonte: Elaborada pelos autores

e.	 Os pontos (x, y) que correspondem ao rendimento R1 = 75 000 reais são os pontos da 
reta  r1 de equação 75 000 = 20 000x + 15 000y, ou seja, simplificando os coeficientes, 
4x + 3y = 15

Os pontos que correspondem ao rendimento R2 =120 000 são os pontos da reta r2 de equa-
ção 120 000 = 20 000x + 15 000y, ou seja, simplificando os coeficientes, 24 = 4x + 3y. As duas 
retas são paralelas e estão representadas a seguir:
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Fonte: Elaborada pelos autores

f. Para cada valor fixado do rendimento R, a reta R = 20 000x + 15 000y corta o eixo OU no

ponto em que x = 0, ou seja, em que . Isso significa que quanto maior o rendi-

mento, maior é a ordenada do ponto em que a reta que o representa intercepta o eixo y.

g. Aqui, vamos identificar o ponto da região de viabilidade do problema, ou seja, que foi
determinado no item d, no qual o rendimento total R é o maior possível. O maior valor
possível para a reta R = 20 000x + 15 000y cortar o eixo y sem sair da região de viabilidade
corresponde à reta que passa pelo ponto de interseção das retas x + y = 8 e 2x + y = 12.
Calculando tal ponto, obtemos x = 4 e y = 4. No ponto (4, 4), portanto, o valor de R é o
maior possível, respeitadas as condições de x + y ≤ 8 e 2x + y ≤ 12. Calculando o valor de
R nesse ponto, obtemos R = 20 000 · 4 + 15 000 · 4, ou seja, R = 140.000 reais.

Fonte: Elaborada pelos autores
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TEMA 3 – CIRCUNFERÊNCIAS E CÔNICAS SIGNIFICADOS E 
EQUAÇÕES.

CIRCUNFERÊNCIA:

A propriedade característica da circunferência é a de que seus pontos são todos equidis-
tantes de um ponto interior chamado centro; a distância comum de cada um de seus pontos ao 
centro é o raio da circunferência. Assim, se o centro for a origem do sistema de coordenadas e 
P (x; y) um ponto de uma circunferência de raio r, a equação que relaciona as coordenadas de 
um ponto qualquer da circunferência é:

Fonte: Elaborada pelos autores

d(P; O) = r

ou seja, x2+ y 2 = r ; ; 

ou ainda, x2 + y2 = r2

Fonte: Elaborada pelos autores
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Se o centro C for o ponto ( x0 ; y0), então da igualdade característica d(P; C) = r resultará:

ou seja: 

− 1
2

(x – x0)
2 + (y – y0)

2 = r2

ATIVIDADE 1

Sabendo que uma circunferência de centro C (y;– y0) e raio r tem equação (x – x0)
2 + (y – y0)

2 = r2, 
considere a circunferência de centro (4; 4) e de raio 4.

a.	 Represente-a no plano cartesiano a seguir e determine sua equação.

b.	 Determine a equação da reta s que passa pela origem e pelo centro da circunferência.

c.	 Calcule as coordenadas dos pontos P1 e P2, de interseção da reta s com a circunferên-
cia dada.

d.	 Calcule a distância entre P1 e P2

Resolução:

a.	 A equação da circunferência é (x – 4)2 + (y – 4)2 = 16, com a seguinte representação 
gráfica:

Fonte: Elaborada pelos autores

b.	 Dados dois pontos pertencentes a reta s (0,0) e (4,4) é possível determinar a equação 
da reta usando a condição de alinhamento de três pontos, em que o determinante da 
matriz formada pelas coordenadas dos pontos é igual a zero. Usando os pontos por 
onde é sabido que a reta s passa (4,4) centro da circunferência; (0,0) origem e (x,y) um 
ponto genérico pertencente a essa reta temos:
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4x – 4y = 0

x – y = 0

x = y

c.	 P1 e P2 são pontos comuns tanto a circunferência quanto a reta s, ou seja, são pontos 
que satisfazem as duas equações simultaneamente formando um sistema:

d.	 A distância entre os pontos de intersecção é igual ao diâmetro (d) da circunferência.

d = 2 ∙ r (r igual ao raio da circunferência)

d = 2 ∙ 4

d = 8

Professor:
Outros exercícios poderiam ser propostos, articulando o reconhecimento da equação da circunferência 
e os resultados já conhecidos sobre retas. Em virtude da limitação do espaço do Caderno do Aluno, 
deixamos tal tarefa para o discernimento e a disponibilidade do professor.
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CÔNICAS

As cônicas (elipses, hipérboles e parábolas) são curvas que podem ser representadas no 
plano cartesiano e cuja propriedade obedecida pelos seus pontos pode ser descrita por meio 
de uma equação de duas variáveis.

Fonte: Elaborada pelos autores

ELIPSE

Uma propriedade fundamental pode ser utilizada para caracterizar uma elipse: qualquer 
ponto da elipse é tal que a soma das distâncias até esses dois pontos fixados, que são os focos, 
é constante, como mostra a figura a seguir:

 Fonte: Elaborada pelos autores

d(P, F1) + d(P, F2) = constante
A elipse apresenta dois eixos de simetria: o semieixo maior costuma ser representado por 

a, e o menor por b. Assim, os dois eixos são 2a e 2b.

Fonte: Elaborada pelos autores
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Desta forma, podemos dizer que uma elipse é a curva obtida quando reduzimos (ou amplia-
mos) na mesma proporção todas as cordas perpendiculares a um diâmetro dado, cuja equação 
será representada da seguinte maneira:

x2

a2 +
y 2

b2 =1

Em uma elipse com centro na origem e semieixo maior a no eixo OX, os pontos (0; b) e 
(0; –b) distam do centro menos do que a. Os pontos do eixo OX que estão a uma distância a de 
(0; b) e (0; –b) têm coordenadas (c; 0) e (–c; 0), são particularmente importantes, sendo chamados 
focos da elipse. O valor c é chamado de distância focal da elipse. Por construção, a soma das 
distâncias dos pontos (0; b) e (0; –b) até os focos é igual a 2a. É possível mostrar que, para todo 
ponto P (x; y) do plano, se x

2

a2 =
y 2

b2 =1, então a soma das distâncias de P até os focos (c; 0) e (–c; 0) 
é igual a 2a. A razão c

a
 é chamada excentricidade da elipse, sendo representada pela letra e.

Fonte: Elaborada pelos autores

ATIVIDADE 2

De acordo com os fundamentos teóricos apresentados:

a.	 Mostre que, entre a, b e c, vale a relação a2 = b2 + c2;

b.	 Mostre que, fixado o valor de a, quanto menor for o valor de b, mais a excentricidade 
se aproxima de 1 e a elipse se aproxima de um segmento de reta; e quanto mais pró-
ximo de a for o valor de b, mais a excentricidade se aproxima de zero e a elipse se 
aproxima de uma circunferência.
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Resolução:

a.	 Observando o triângulo retângulo formado na figura, de hipotenusa a e catetos b e c, 
concluímos que a2 = b2 + c2

b.	 Como  notamos que, sendo fixado o valor de a, quanto maior for o valor de 
b, menor será c, e portanto, menor a excentricidade, e mais a elipse se aproxima de 
uma circunferência; quanto menor o valor de b, mais próximo de a é o valor de c, e 
portanto, maior é a excentricidade, que se aproxima do valor 1.

Professor:
É possível verificar a mudança de excentricidade acessando o link a seguir:
Faça a leitura do “QR code” a seguir com seu smartphone ou acesse o link : 
https://www.geogebra.org/m/uvu8rfwc

ATIVIDADE 3

Considere a elipse representada a seguir de centro na origem e semieixos a = 13 e b = 5.

Fonte: Elaborada pelos autores

Determine.

a.	 a equação da elipse;

b.	 a excentricidade da elipse;

c.	 os focos da elipse;

d.	 o valor de k para que o ponto P (5; k), do primeiro quadrante, pertença a elipse;

e.	 a soma das distâncias de P aos focos da elipse.

Resolução:

a.	 De acordo com os dados da atividade, temos que: a = 13 e b = 5, temos que:

Então, a equação da elipse será dada por:

about:blank
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b.	 A excentricidade da elipse é dada por: 

Sabemos que
a2 = b2 + c2 então,

Então:

Desta forma, a excentricidade da elipse será:

c.	 Os focos da elipse são os pontos de coordenadas (c; 0) e (–c; 0), ou seja, são os pontos 
(12; 0) e (–12; 0).

d.	 Para que o ponto (5, k) pertença à elipse, devemos ter:

Sendo P do primeiro quadrante, segue que 

e.	 Seja a figura que representa a elipse a seguir:

Fonte: Elaborada pelos autores
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Da figura temos que os triângulos I e II são retângulos, e portanto:

Então, a soma das distâncias de P aos focos da elipse, será:

Nota-se que tal resultado é numericamente equivalente a 2 ∙ a = 26.

Professor:
Aqui seria interessante apresentar muitos exercícios de identificação dos dois semieixos de elipses 

dadas por equações na forma , com a correspondente representação no plano cartesiano, 

bem como exercícios de escrita das equações das elipses já representadas no plano, com o centro na 
origem do sistema e com os valores dos semieixos indicados sobre os eixos coordenados.

HIPÉRBOLE

Quando representamos graficamente pares (x; y) de grandezas que são inversamente pro-
porcionais, isto é, cujo produto x ∙ y é constante e não nulo, a curva obtida é uma hipérbole.

Fonte: Elaborada pelos autores
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Eixos perpendiculares/sistema ortogonal

x1 ∙ y1= x2 ∙ y2 = x3 ∙ y3 = k ≠ 0

A hipérbole é obtida quando selecionamos um cone circular reto junto ao plano que 
forma com o plano da base, um ângulo maior do que aquele formado por uma geratriz do 
cone com a base.

Para escrever a equação da hipérbole, podemos partir da representação de grandezas 
inversamente proporcionais. No caso de um sistema XOY, em que os eixos cartesianos são orto-
gonais, a hipérbole é chamada equilátera e os dois ramos da curva se aproximam indefinida-
mente dos eixos coordenados são chamados, nesse caso, de assíntotas da hipérbole.

Por exemplo, as curvas formadas pelos pontos cujas coordenadas satisfazem as relações a 
seguir são hipérboles, tendo como assíntotas os eixos coordenados:

Fonte: Elaborada pelos autores.

Fonte: Elaborada pelos autores

ATIVIDADE 1

A equação 4x2 – 9y2 = 36 pode ser considerada uma hipérbole. Fatore o primeiro membro 
e obtenha X e Y tal que X ∙ Y = 36. Em seguida, determine as assíntotas e faça uma representa-
ção gráfica da hipérbole, obtendo (2x – 3y) ∙ (2x + 3y) = 36, ou seja, X ∙ Y = 36.
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Fonte: Elaborada pelos autores

ATIVIDADE 2

A equação de uma hipérbole representada no plano cartesiano, com centro na origem, é do 
tipo 

4
, em que a é a soma do vértice da hipérbole, nas condições representadas na figura 

seguinte:

Fonte: Elaborada pelos autores

a. Sabendo isso, determine a equação da hipérbole que passa pelo ponto (3; 0) e tem
como assíntotas as retas y = 4

3
 e y = −4

3
x.

Resolução:

Dadas as assíntotas da hipérbole, constamos que:  
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Então, a equação da hipérbole será dada por:

b.	 Faça a representação gráfica da hipérbole e de suas assíntotas.

Fonte: Elaborada pelos autores

Professor:
Neste momento, seria interessante apresentar diversos exercícios de representação no plano cartesiano 
de hipérboles dadas por equações na forma apresentada anteriormente, sempre destacando as 
assíntotas, que podem ser obtidas pela simples fatoração da diferença de quadrados, característica da 
equação da hipérbole nessa forma

PARÁBOLA

Em geral, quando representamos graficamente pares (x; y) de grandezas tais que y é dire-
tamente proporcional ao quadrado de x (y = kx2, k constante e k≠0), a curva correspondente no 
plano cartesiano é uma parábola.

Fonte: Elaborada pelos autores
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Quando seccionamos um cone circular reto por um plano que forma com a base um 
ângulo exatamente igual ao que uma geratriz do cone forma com a base, obtemos também 
uma parábola

Fonte: Elaborada pelos autores

A parábola tem certas propriedades características que podem ser utilizadas para defini-la. 
Uma delas é a existência de um ponto F, fixado, e de uma reta r, fixada, tais que a distância de cada 
ponto P da parábola até F é igual à distância de P até r. F é o foco da parábola e r é sua diretriz.

Fonte: Elaborada pelos autores

ATIVIDADE 1

Determine o foco e a diretriz das parábolas que podem ser representadas no plano carte-
siano por equações do tipo:
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a)	 y = kx2

a)	 y = ky2

b)	 y = kx2 = h

Resolução:

Consideremos a parábola  .

Se o foco for o ponto F(0, c), então a diretriz r será a reta y = –c, pois o ponto (0, 0) pertence 
à parábola e a distância dele ao foco deve ser a mesma que a distância dele à diretriz.

Sendo P(x, y) um ponto qualquer da parábola, a distância de P ao foco deve ser igual à 
distância de P ao foco deve ser igual à distância até a diretriz, ou seja:

Logo, x2 + (y - c)2 = (y + c)2

Substituindo y por  e efetuando os cálculos, obtemos;

Sendo assim, concluímos que, para a igualdade valer para todo x, devemos ter:

Logo, o foco é o ponto 0, , e a diretriz é a reta y = - .

Fonte: Elaborada pelos autores

Da mesma maneira, se a parábola fosse x = ky2, teríamos: foco ; 0  e diretriz x = -  
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Para uma parábola de equação y = kx2 + h, o foco e a diretriz seriam transladados na dire-
ção do  eixo Ou de um valor h, ou seja teríamos:

Fonte: Elaborada pelos autores.
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MATEMÁTICA

3ª SÉRIE – ENSINO MÉDIO

2º BIMESTRE

1. ORGANIZAÇÃO DAS GRADES CURRICULARES
Apresentamos a seguir uma grade curricular para a transição do material de apoio do 

Currículo do Estado de São Paulo, contendo os temas, a descrição das habilidades do Currículo 
Oficial de Matemática, vigente e sua respectiva relação com algumas das Competências Gerais 
da Educação Básica, da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), além de algumas orientações 
pedagógicas, para cada série que compõe o Ensino Médio.

A lista dos conteúdos curriculares e habilidades, em Matemática, não é rígida e inflexível. 
O que se pretende é a articulação entre os temas (álgebra, geometria, grandezas e medidas, 
números e probabilidade e estatística), tendo em vista os princípios que fundamentam o Currículo 
Oficial: a busca de uma formação voltada para as competências pessoais, a abordagem dos 
conteúdos que valorize a cultura e o mundo do trabalho, a caracterização da escola como uma 
organização viva, que busca o ensino, mas que também aprende com as circunstâncias. 

Enfim, ao fixar os conteúdos disciplinares/objetos de conhecimento, é preciso ter em 
mente que a expectativa de todo o ensino é que a aprendizagem efetivamente ocorra. As disci-
plinas curriculares não são um fim em si mesmas, o que se espera dos conteúdos é que eles 
realmente possam ser mobilizados, tendo em vista o desenvolvimento de competências pesso-
ais, tais como a capacidade de expressão, de compreensão, de argumentação etc. 

Desta forma, os quadros apresentados destacam as habilidades a serem desenvolvidas 
pelos estudantes em cada unidade. Tais habilidades traduzem, de modo operacional, as ações 
que os alunos devem ser capazes de realizar, ao final de um determinado estágio de aprendiza-
gem, após serem apresentados aos conteúdos curriculares listados.
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1.1. GRADE CURRICULAR DA 3ª SÉRIE DO ENSINO MÉDIO.
Currículo Oficial – BNCC - SP Currículo Paulista – E.M.

Tema/Conteúdo Habilidades Competência Geral

Números
• Equações algébricas e

números complexos.
• Equações polinomiais;
• Números complexos:

operações e representação
geométrica;

• Teorema sobre as raízes de
uma equação polinomial;

• Relações de Girard.

• Compreender a história das
equações, com o deslocamento
das atenções das fórmulas para
as análises qualitativas

• Conhecer as relações entre os
coeficientes e as raízes de uma
equação algébrica;

• Saber reduzir a ordem de
uma equação a partir do
conhecimento de uma raiz;

• Saber expressar o significado dos
números complexos por meio do
plano de Argand-Gauss;

• Saber expressar o significado dos
números complexos por meio do
plano de Argand-Gauss;

2. Exercitar a curiosidade
intelectual e recorrer
à abordagem própria
das ciências, incluindo a
investigação, a reflexão, a
análise crítica, a imaginação e
a criatividade, para investigar
causas, elaborar e testar
hipóteses, formular e resolver
problemas e criar soluções
(inclusive tecnológicas) com
base nos conhecimentos das
diferentes áreas.

1.1.1 ESTUDO FUNCIONAL DE EQUAÇÕES POLINOMIAIS E O CONJUNTO DOS 
NÚMEROS COMPLEXOS.

De forma geral, as equações polinomiais são instrumentos fundamentais para a represen-
tação das relações de interdependência entre grandezas, conforme foram desenvolvidos durante 
a aprendizagem dos alunos  no aprendizado da Matemática em sua trajetória de estudos.

Nos anos finais do Ensino Fundamental, já foram apresentados aos alunos diversos proble-
mas, em diferentes contextos, cuja solução conduz a equações do primeiro e do segundo graus. 
O aluno já está acostumado a resolver equações de 1º grau (ax + b = 0, com a ≠ 0) e de 2º grau 
(ax2 + bx + c = 0, com a ≠ 0). Trata-se agora de enfrentar equações correspondentes a situações 
um pouco mais enredadas, que conduzem a equações de 3º, 4º e 5º graus.

A história da busca de soluções para tais equações, chamadas equações algébricas, é 
muito instrutiva, pois, com base nela, compreendemos mais facilmente as sucessivas ampliações 
nos conjuntos numéricos, dos números naturais até os números complexos, que viabilizam a 
atribuição de significado à raiz quadrada de um número negativo. Aprendemos também com a 
história que, com as equações de 3º grau, a busca por uma fórmula envolvendo radicais que nos 
forneça as raízes, do mesmo tipo da que nos dá as soluções de uma equação de 2º grau 

, não costuma ser o melhor caminho para resolver as equações de graus 3 e 4, e é 
um caminho impossível de ser trilhado para equações de grau maior ou igual a 5.

O caminho mais conveniente, nesses casos, é uma análise qualitativa da pergunta que cada 
equação representa, extraindo da própria pergunta informações relevantes sobre s raízes.

Portanto, é muito importante sempre, e é decisivo em muitos casos, pensar efetivamente 
em uma equação como se pensa em uma pergunta, aprendendo a examiná-la criticamente para 
se chegar à sua resposta. Mais do que mera intenção de ensinar técnicas de solução, nosso 
objetivo aqui é a plena compreensão desse fato.
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Em relação aos números complexos, a ênfase não será posta nos cálculos algébricos, mas 
sim no significado de tais números responsável por uma notável expansão dos conjuntos numé-
ricos já conhecidos. As possibilidades de representação geométrica de um número complexo z 
no plano de Argand-Gauss, que tem como imagem um ponto no plano, como um par (x; y) de 
números reais, ou pode ser escrito na forma z = x + yi.

Assim, como a reta foi necessária e suficiente para se incluir todos os números reais, 
racionais e irracionais, desta forma, com a inclusão de números que possam ser raízes qua-
dradas de números negativos, será necessário (e suficiente) todo o plano cartesiano, que 
servirá de inspiração para a construção do plano complexo, suporte para a representação de 
todos os números complexos. A unidade imaginária i, que representa o novo número cujo 
quadrado é igual a –1, serve de padrão para a representação no eixo vertical de números 
como 2i, 6i, –4i etc.

TEMA 1 – INTRODUÇÃO AO CONJUNTO DOS NÚMEROS 
COMPLEXOS

Os estudos sobre complexos avançou graças à grande contribuição do matemático italiano 
Girolamo Cardano (1501-1576), antes deles os matemáticos julgavam não ser possível extrair a 
raiz quadrada de um número negativo. Posteriormente Friedrich Gauss (1777-1855) foi o respon-
sável pela sua formalização. Com maior cardinalidade por conter todos os demais conjuntos e 
possuir uma representação geométrica, sendo necessário compreender os processos das ope-
rações (aritméticas, trigonométricas, algébricas) envolvendo os elementos dos números comple-
xos. A expressão i2 = – 1 aparece na definição de números complexos, assunto que gera muita 
dúvida, por isso é importante compreender o motivo de tal igualdade.

A seguir, partindo da definições estabelecidas abaixo temos:

1.	 Admitimos como número complexo o ordenado (x, y) no plano de Argand Gauss.

2.	 Os números complexos (x1, y1) e (x2, y2) são iguais se, e somente se x1 = x2 e y1 = y2

3.	 A adição e a multiplicação de números complexos são definidas por:  

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2)

Os números complexos (x, y) se comportam como números reais para adição e produto, 
assim podemos estabelecer a seguinte relação: (x, 0) = x

Usaremos o  símbolo i para representar o número complexo (0, 1), podendo  escrever qual-
quer número complexo (x, y) da maneira a seguir:

(x, y) = (x, 0) + (0,1) ∙ (y, 0) = x + iy

Assim como (x, 0) é igual a x, (–1, 0) é igual –1.

( – 1, 0) = –1

i2 = (–1, 0)

i2 = – 1
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UM PROBLEMA INTERESSANTE...

Um marceneiro quer construir duas caixas, uma com a forma de um cubo de aresta x, outra 
com a forma de um paralelepípedo com a base retangular, de lados 3 dm e 5 dm, e de altura 
igual à altura do cubo. O valor de x deve ser escolhido de tal forma que o volume do cubo seja 
4 dm3 maior que o do paralelepípedo.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Escrevendo uma equação que traduz a exigência a ser satisfeita pelo valor de x no pro-
blema acima, podemos pensar:

•	 O volume do cubo de aresta x é igual a x3 ;

•	 O volume do paralelepípedo de base 15 dm2 e aresta x é igual a 15 x;

•	 O volume do cubo ser 4 dm3 maior do que o do paralelepípedo;

•	 A equação x3 = 15x + 4, ou seja, x3 – 15x – 4 = 0.

Agora que temos a equação que representa a situação descrita no problema, precisamos 
achar um jeito de resolvê-la e uma das maneiras muito curiosa, mas não muito usual seria recor-
rer à história da matemática e a origem dos Números Complexos.

Para saber mais sobre os conceitos sobre os números complexos, consulte o site:
https://sites.google.com/site/matematicacomplexa/iniciodoprojeto/origem-dos-numeros-complexos., 
Acesso em 22/04/2019

Em uma das passagens da História da Matemática ocorre um fato muito curioso, entre 
Niccolò Fontana, conhecido como Tartaglia e Girolano Cardano.

” ...chega aos ouvidos de Girolamo Cardano que Tartaglia sabia resolver tal tipo de 
equação. Cardano implorou a “fórmula” para resolver estas equações. Tartaglia recusou e 
acabou sendo acusado de mesquinho e egoísta. Com a insistência de Cardano e jurando 
que não divulgaria o resultado, Tartaglia revelou a solução. Porém, Cardano não cumpriu 
com sua palavra, e em 1545 fez a publicação no livro Ars Magna com o seguinte problema: 
“Determinar dois números cuja soma seja 10 e o produto seja 40”, e o resolve através dos 
radicais de maneira similar as equações de 2º grau. Ele somente fez uma menção de 
Tartaglia na sua obra e até hoje a fórmula é conhecida como “Fórmula de Cardano”. Esta 
descoberta foi tão inusitada que ficou conhecida como o início da matemática moderna1”

A Fórmula de “ Cardano -Tartaglia” para determinar as raízes da equação do 3º grau do 
tipo , ficou da seguinte forma:

https://sites.google.com/site/matematicacomplexa/iniciodoprojeto/origem-dos-numeros-complexos
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y = −
N
2
+

N2
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+
M3

27
+ −

N
2
−

N2

2
+
M3

27
33

Caso tenha interesse em saber como é possível chegar na fórmula, a mesma se encontra 
no caderno do Professor, volume 1, da 3ª série do Ensino Médio.

X = 2+ −121+3 2− −1213

E agora, com fica a solução?  Pela fórmula, parece não existir raiz da equação, uma vez que 
deparamos, nos cálculos, com a raiz quadrada de um número negativo, porém quando verifica-
mos o valor 4 para x, temos:

•	 O volume do cubo de aresta 4 dm, é igual a 43 = 64 dm3;

•	 O volume do paralelepípedo de base 15 dm2 e aresta 4 dm é igual a 60 ;

•	 O volume do cubo ser 4  maior do que o do paralelepípedo;

•	 A equação x3 = 15x + 4, ou seja x3 – 15x – 4 = 0 ⇔ 43 - 15 ∙ (4) – 4 = 0” (verdadeiro).

Observe que podemos escrever 121 = 121 · (–1) e raiz quadrada de 121 é 11, só falta saber 
a raiz quadrada de -1. Como –1 não tem raiz real, vamos considerar que sua raiz é um número 
imaginário e o representaremos por i, Assim, i é um número tal que i2 = – 1

Podemos agora escrever: −121= 121 ∙ −1  = 11 ∙ i

Substituindo −121  por 11i na expressão

X = 2+ −121+3 2− −1213

, obtemos

X = 2+11i3 + 2−11i3

Usando o fato de que a raiz cúbica de um número é outro número que, elevado ao cubo, 
reproduz o primeiro, mostre que 2 + i é uma raiz cúbica de 2 + 11i. Ou seja, mostre que (2 + i)3 = 
2 + 11i

De fato, temos:

(2 + i)3 = 23 + 3 ∙ 22 ∙ i +3 ∙ 2 ∙ i2 + i3

(2 + i)3 = 8 + 12 ∙ i + 6 ∙ i2 + i2 ∙ i

Como i2 = –1,então::

(2 + i)3 = 8 + 12i + 6 ∙ (–1) + (–1) ∙ i

Ou seja, (2 + i)3 = 2 + 11i

Substituindo os valores das raízes cúbicas encontradas, temos:

X = 2+11i3 + 2−11i3 , ou seja,
x = 2 + i + 2 – i = 4

Assim, reconciliamos a fórmula com o fato de que a equação tinha x = 4 como uma de 
suas raízes
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PENSANDO NAS EQUAÇÕES DO 2º GRAU.

Normalmente quando resolvemos uma equação do 2º grau completa, usamos a “Fórmula 
de Bháskara”, onde inevitavelmente nos deparamos com a extração de raiz quadrada, o que não 
é muito complicado para chegar ao resultado. O problema surge quando essa raiz é de um 
número negativo e então, temos que recorrer a outros “métodos” para resolver a questão.

Veja o exemplo abaixo:

x2−6x+10= 0

x=
−b± b2−4ac

2a

=
−(−6)± (−6)2−4 ⋅1⋅10

2 ⋅1
=

=
6± 36−40

2
=

6± −4
2

Note que:

−4 = −1⋅4 = −1⋅ 4

Sabendo-se que:

– 1 = i2

Então,

−1⋅ 4 = i2 ⋅ 4 = i ⋅2

A solução  foi representar a raiz quadrada de –1 como um número imaginário “i”, e final-
mente a resposta para a equação é:

x=
6± −4

2
=

6±2i
2
⇒ x'= 3+ i e x"= 3−i

ATIVIDADE 1

Considerando os números complexos como recurso para dar sentido ao cálculo de equa-
ções algébricas, composto por parte real x e parte imaginária yi, sendo i = −1⋅ 4 = i2 ⋅ 4 = i ⋅2, encontre os 
valores das raízes a seguir:

a. −25
b. −16
c. −49

d. x2+ y 2 = r ;

Resolução

a.
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b.	

c.	

d.	

ATIVIDADE 2

Vamos supor que possamos continuar a operar com os números complexos como se opera 
com os números reais, respeitando-se apenas a novidade que decorre do fato de termos i2 = –1. 
Determine as soluções para as situações a seguir:

a.	 i7

b.	 i5 + i8

c.	 i4 + i9 – i6

d.	 (–1 + i)3

Resolução:

a.	 i2 ∙ i2 ∙ i2∙ i

	 = (–1) ∙ (–1) ∙ (–1) ∙ i =

	 = (+1) ∙ (-1) ∙ i =

	 = (+1) ∙ (-1) ∙ i =

b.	 i5 = i2 ∙ i2 ∙ i = (–1) ∙ (–1) ∙ i = +1i = i

	 i8 = i2 ∙ i2 ∙ i2 ∙ i2 = (–1) ∙ (–1) ∙ (–1) ∙ (–1) = 1

	 i5 + i8 = i + 1

c.	 i4 = i2 ∙ i2 = (–1) ∙ (–1) = +1

	 i9 = i2 ∙ i2 ∙ i2 ∙ i2 ∙ i =

	 = (–1) ∙ (–1) ∙ (–1) ∙ (–1) ∙ i

	 = (+1) ∙ i = i

	 i6 = i2 ∙ i2 ∙ i2 = (–1) ∙ (–1) . (–1) = – 1

	 i4 + i9 – i6 = +1 + i – (–1) = 2 + i

d.	 (–1 + i)3 =

	 (–1)3 + 3 ∙ (–1)2 ∙ i + 3 ∙ (–1) ∙ i2 + i3 = 

	 = –1 + 3i – 3i2 + i3 = –1 + 3i – 3i2 + (i2 ∙ i) =
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	 = –1 + 3i – 3∙ (–1) + ((–1) ∙ i) =

	 = –1 + 3 + 3i – i = 2 + 2i

ATIVIDADE 3

Efetue as operações a seguir, supondo que são válidas as propriedades das operações com 
números reais para os números formados por uma parte real e uma parte imaginária:

a.	 (5 – 3i) + (–3 + 4i)

b.	 (7i – 5) – (–2 + 8i)

c.	 (2i – 4) ∙ (3 + 6i)

c.	 (8 + i) ∙ (8 – i)

Resolução:

a.	 (5 – 3i) + (–3 + 4i)

	 5 – 3i – 3 + 4i = 5 – 3 – 3i + 4i = 2 + i

b.	 (7i – 5) – (–2 – 8i)

	 7i – 5 + 2 + 8i = –5 + 2 + 8i + 7i = –3 + 15i

c.	 (2i – 4) ∙ (3 + 6i)

	 6i + 12i2 – 12 – 24i = 12i2 –18i –12 = 

	 12 ∙ (–1) – 18i – 12 = –24 – 18i

d.	 (8 + i) ∙ (8 – i)

	 (64 – i2) = 64 – (–1) = 65

PLANO DE ARGAND – GAUSS

A representação geométrica de um número complexo foi associada aos estudos dos mate-
máticos Wessel, Argand e Gauss, os números a e b do número complexo a + bi (sendo “a” parte 
real e “b” parte imaginária) são associados a coordenadas de um ponto no plano, criando assim 
uma representação geométrica para o complexo.

Fonte: Elaborada pelos autores
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ATIVIDADE 4

Dados os complexos a seguir, represente-os no plano complexo.

a. Z1 = 3 + 3i b. Z2 = –3 + 3i

c. Z3 = 3 – 3i d. Z4 = –3 – 3i

Fonte: Elaborada pelos autores

ATIVIDADE 5

Observe os números complexos a + bi representados no plano de Argand – Gauss  e deter-
mine, para cada um, a medida do ângulo ϴ e do segmento que une o ponto (a; b) à origem do 
sistema.
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Fonte: Elaborada pelos autores

Resolução:

a.

Assim sendo, 

b.

Assim sendo, 
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O ponto “P” e a imagem geométrica ou afixo do número complexo (a + bi)

Fonte: Elaborada pelos autores

Na imagem acima foi evidenciada a distância de P até origem O representada pela letra 
grega ρ (Rho). Esse segmento ρ representa o módulo do número complexo (a + bi) e pode ser 
encontrado usando o Teorema de Pitágoras, em que a e b representam os catetos do triângulo 
e ρ a hipotenusa. O ângulo formado entre o Eixo Real e o seguimento ρ, aqui representado pela 
letra grega ϴ(theta) é o argumento do número complexo (a + bi). Determinado o triângulo  
retângulo aOP podemos fazer uso das razões trigonométricas estudadas nos anos anteriores, 
mais especificamente sen ϴ e cos ϴ e tg ϴ.

senθ=
b
ρ
;cosθ=

a
ρ
;taθ=

a
b

Possibilitando a representação trigonométrica ou polar do complexo (a + bi), temos:

ρ ∙ (cos ϴ + i ∙ sen ϴ)

ATIVIDADE 6

Determine o argumento do número complexo  z = – 3 – 4i.

ϴ tg ϴ

50º 1,1918

51º 1,2349

52º 1,2799

53º 1,3333

54º 1,3764

55º 1,4281

56º 1,4826

Fonte: Elaborada pelos autores
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Resolução

Fonte: Elaborada pelos autores

Para determinar o argumefnto do número complexo z = –3 –4i , precisamos calcular  o valor 
de , assim como a = –3 e b = –4, teremos:

Segue que:

Portanto, o argumento (, será o arco cuja tangente é 1,3333, que é aproximadamente a 
53,13º.

ATIVIDADE 7

Represente no plano complexo os números a seguir e, em seguida, escreva-os na forma 
trigonométrica:

a. Z1 = 1 + 3 i

b. Z2 = –1 + 3 i

c. Z3 = – 3 + 3i

d. Z4 = 3 – 3i
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Resolução:

a.	

Fonte: Elaborada pelos autores

b.	

Fonte: Elaborada pelos autores
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c.	

Fonte: Elaborada pelos autores
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d.	

Fonte: Elaborada pelos autores

TEMA 2 – DAS FÓRMULAS À ANÁLISE QUANTITATIVA – 
COEFICIENTES E RAÍZES

Uma equação de 1º grau com uma raiz igual a p pode ser assim escrita:

x – p = 0.
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Uma equação de 2º grau com uma raiz igual a p e outra raiz igual a m pode ser assim 
escrita:

(x – p) . (x – m) = 0

Escrita dessa maneira, dizemos que a equação está em sua forma fatorada. Aplicando a 
propriedade distributiva nessa expressão, obtemos:

Exemplos práticos

Considere a equação do 2º grau , x² - 5 x + 6 = 0. Não é difícil verificar que os valores 2 e 3 
são raízes da equação, pois  satisfazem a “igualdade”

22 – 5 ∙ 2 + 6 = 0 ⇒ 10 – 10 = 0

32 – 5 ∙ 3 + 6 = 0 ⇒ 15 – 15 = 0

As raízes 2 e 3 quando somadas dão resposta 5 e quando multiplicadas, dão resposta 6. 

De forma reduzida podemos escrever:

x2 – Sx + P = 0
Agora é com você.

Na equação x2 – 7x + 12 = 0, quais seriam as raízes?

Resolução:

4 + 3  e 4 ∙ 3

Formalizando:

Uma forma genérica de se escrever uma equação do 2º grau é ax² + bx + c = 0 . Comparando 
a forma generalizada com a equação x2 – 5x + 6 = 0, podemos estabelecer uma relação de cor-
respondência, como a seguinte:

a = 1; b = –5; c = 6

E pensando na soma e produto das raízes, temos que:

Atenção:

•	 Quando o valor do coeficiente a for diferente de 1 uma opção para a resolução do pro-
blema é dividir toda equação por a, obtendo assim a = 1;

•	 O coeficiente c é o produto das raízes, quando a = 1, então, as raízes são divisores de c;

•	 6 tem como divisores inteiros (–1, 1, –2, 2, –3, 3, –6, 6), de fato, de todos os divisores de 
6, temos 2 e 3 que são raízes da equação.

ATIVIDADE 1

Encontre ao menos uma raiz das seguintes equações de 3º grau:

a.	 x3 + x – 10 = 0
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b.	 x3 – 5x + 6x = 0

c.	 8 + x3 = 0

d.	 2x3 + 4x – 2x – 4 = 0

Formas fatoradas de equações polinomiais de grau 2, 3 e 4

Resolução:

a.	 x3 + x – 10 = 0

Pode-se constatar que a equação acima possui, apenas uma raiz, conforme segue:

Para x = 2, 

temos: 23 + 2 – 10 = 8 + 2 – 10 = 0

b.	 x3 – 5x + 6x = 0

Agrupando os termos semelhantes, temos: x3 + x = 0, desta forma a única raiz será x = 0

c.	 8 + x3 = 0

a única raiz da equação será x = –2, pois: 

d.	 2x3 + 4x – 2x – 4 = 0

Agrupando os termos semelhantes, temos: 2x3 + 2x – 4, e pode-se verificar que a soma dos 
coeficientes é igual a 0, então concluímos que x = 1 é a raiz da equação, pois: 2 ∙ 13 + 2 ∙ 1 – 4 = 
2 + 2 – 4 = 0.

Formas fatoradas de equações polinomiais de grau 2, 3 e 4.

Você sabia que quando conhecemos as raízes de uma dada equação polinomial, podemos 
escrevê-la na forma fatorada?

Sim, no caso de uma equação polinomial de grau 2, ax2 + bx + c = 0, de raízes r1 e r2, sabemos 
que, após a divisão de todos os coeficientes por a, ela pode ser escrita na forma x2+

b
a
x+

c
a
= 0, que 

podemos imaginar fatorada e escrita na forma (x – r1) ∙ (x – r2) = 0, ou seja:

•	 x2 – (r1 + r2) x + r1 ∙ r2 = 0, ou seja:

•	 x2 – S1x + S2 = 0 , onde S1 = r1 + r2 = – b
a

 é a soma das raízes e s2 = r1 ∙ r2 = 
c
a

 é o produ-
to das raízes.

No caso de uma equação de 3º grau, temos ax3 + bx2 cx + d = 0. Mesmo sem conhecer 
fórmulas para as soluções, se a equação tiver como raízes r1, r2 e r3, procedendo de maneira aná-
loga ao que fizemos para a equação polinomial de grau 2, após a divisão por a de todos os seus 
coeficientes, ela pode ser escrita na forma x3+

b
a
x2+

c
a
x+

d
a
= 0 ,  que poderíamos imaginar na 

forma fatorada e escrita como:

(x – r1) ∙ (x – r2) ∙ (x – r3) = 0

Efetuando as multiplicações indicadas e ordenando, os resultados, obtemos a forma 
equivalente:

x3 – (r1 + r2 + r3) ∙ x
2 + (r1 ∙ r2 + r1 ∙ r3 + r2 ∙ r3) x – r1 ∙ r2 ∙ r3

x3 – S1x
2 + S2x – S3 = 0
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onde:

S1 = r1 + r3 é a soma das raízes,

S2 = r1 ∙ r2 + r1 ∙ r3 + r2 ∙ r3 é a soma dos produtos das raízes tomadas duas a duas

e S3 = r1 ∙ r2 ∙ r3 é a soma dos produtos das raízes tomadas três a três, ou seja, é o produto 
das raízes.

Por exemplo, se uma equação polinomial de grau 3, tiver como raízes 2, 3 e 5, então ela 
poderá ser escrita na forma:

(x – 2) ∙ (x – 3) ∙ (x – 5) = 0

e ao efetuarmos as multiplicações, obtemos:

x3 – 10x2 + 31x – 30 = 0;

podemos notar que S1 = 2 + 3 + 5 = 10,

S2 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 5 + 3 ∙ 5 = 31

S3 = 2 ∙ 3 ∙ 5 = 30

ou seja, a equação pode ser escrita na forma:

x3 – S1x – S3 = 0

Se procedermos analogamente no caso de uma equação de 4º grau: ax4 +bx3 +cx2 + dx + 
e = 0”, de raízes r1, r2, r3 e r4 chegaremos à forma equivalente:

x4 – S1x
3 + S2x

2 – S3x + S4 = 0

onde:

S1 = r1 + r2 + r3 + r4

S2 = r1r2 + r1r3 + r1r4 + r2r3 + r2r4 + r3r4

S3 = r1r2r3 + r1r2r4 + r1r3r4 + r2r3r4

S4 = r1r2r3r4

Tal relação pode ser generalizada para uma equação algébrica de grau n. É importante 
notar a alternância nos sinais das somas S: as somas das raízes tomadas de 1 em 1, de 3 em 3, de 
5 em 5, aparecem como coeficientes na equação com o sinal trocado; as somas de 2 em 2, de 4 
em 4, de 6 em 6, ... aparecem como coeficientes com o próprio sinal

Essas relações entre as raízes e sua forma fatorada são conhecidas como as Relações de Girard.

AATIVIDADE 2

Levando em consideração os apontamentos anteriormente descritos, e considerando o 
quadro de soma e produto das raízes, para equações polinomiais de graus maiores que 2, 
responda:

a. Escreva na forma fatorada uma equação de 3º grau com raízes m, p e k.

b. Escreva na forma fatorada de uma equação de 3º grau com raízes 2, 3 e 4.
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c.	 Desenvolva a equação do item anterior, aplicando a propriedade distributiva, e iden-
tifique a soma e o produto das raízes na equação final.

d.	 Como foi descrito anteriormente uma equação polinomial de grau 3, pode ser escrita 
da seguinte maneira: x3 + b

a
 x2 + 

c
a

 x + x3+
b
a
x2+

c
a
x+

d
a
= 0 = 0. Retome a equação do item c e respon-

da quanto é, nessa equação:

	
b
a  ?

	
c
a  ?

	x3+
b
a
x2+

c
a
x+

d
a
= 0 ?

Resolução;

a.	 (x – m) ∙ (x – p) ∙ (x – k) = 0

b.	 (x – 2) ∙ (x – 3) ∙ ("x – 4) = 0

c.	 x3 – (2 + 3 + 4) x2 + (2 ∙ 3 + 2 ∙ 4 + 3 ∙ 4)x – 2 ∙ 3 ∙ 4 = 0

	

d.	
b
a

: é igual à soma das raízes da equação com "sinal trocado".

	
c
a

: é igual à soma das raízes da equação com "sinal trocado".

	 d
a

: é igual ao produto das raízes com o "sinal trocado".

ATIVIDADE 3

Já vimos que uma equação polinomial de grau 3: ax3 + bx2 + cx + d = 0 pode ser escrita 
da forma:

x3+
b
a
x2+

c
a
x+

d
a
= 0

E também que, se essa equação tiver como raízes , ela pode ser fatorada e escrita na forma:

(x – r1) ∙ (x – r2) ∙ (x – r3) = 0

Efetuando as multiplicações indicadas e ordenando os resultados, obtemos a forma 
equivalente:

onde s1 = r1 + r2 + r3 é a soma das raízes, s2 = r1 ∙ r2 + r1 r3 + r2 ∙ r3 é a soma dos produtos das 
raízes tomadas duas a duas e P = r1 ∙ r2 ∙ r3 é a soma dos produtos das raízes tomadas três a três, 
ou seja, é o produto das raízes.
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Se uma equação polinomial de grau 3 tem como raízes –2, 3 e 4, calcule S1, S2 e P.

a.	 Escreva a equação na forma fatorada.

b.	 Aplicando a propriedade distributiva e eliminando os parênteses na equação do item 
anterior, qual será a forma final da equação obtida?

Resolução:

a.	 S1 = r1 + r2 + r3 = –2 + 3 + 4 = 5

	 S2 = r1 ∙ r2 + r1 ∙ r3 + r2 ∙ r3 = (–2) ∙ 3 + (–2) ∙ 4 + 3 ∙ 4 = –6 – 8 + 12 = –2

	 P = r1 ∙ r2 ∙ r3 = –2 ∙ 3 ∙ 4 = –24

b.	 (x + 2) ∙ (x – 3) ∙ (x – 4) = 0

c.	 x3 – 5 x2 – 2x + 24 = 0

ATIVIDADE 4

Uma equação polinomial de grau 3 tem como raízes 2, 3 e 5. Escreva essa equação na 
forma ax3 + bx2 + cx + d.

Resolução:

S1 = r1 + r2 + r3 = 2 + 3 + 5 = 10 

S2 = r1 ∙ r2 + r1 ∙ r3 + r2 ∙ r3 =

= 2 ∙ 3 + 2 ∙ 5 + 3 ∙ 5=

=6 + 10 + 15 = 31

P = r1 ∙ r2 ∙ r3 = 2 ∙ 3 ∙ 5 = 30

Equação: x3 – 10x2 + 31x – 30 =0

ATIVIDADE 5

Escreva na forma fatorada uma equação algébrica de grau 4 cujas raízes são:

a.	 2, 3, 4 e 5;

b.	 –2, 3, 4 e –5;

c.	 1, 0, 3 e 7.
Resolução:

a.	 (x – 2) ∙ (x – 3) ∙ (x – 4) ∙ (x – 5) = 0

b.	 (x + 2) ∙ (x – 3) ∙ (x – 4) ∙ (x + 5) = 0

c.	 (x – 1) ∙ x ∙ (x – 3) ∙ (x – 7) = 0

ATIVIDADE 6

Escreva todas as equações da Atividade 5, na forma: ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0. Para isso 
faça as multiplicações que forem indicadas.
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Resolução:

Da equação: ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0, vamos dividir todos os coeficientes por a, então 
temos:

onde:
b
a

 = – (r1 + r2 + r3 + r4)

c
a

 = r1 ∙ r2 + r1 ∙ r3 + r1 ∙ r4 + r2 ∙ r3 + r2 ∙ r4 + r3 ∙ r4

d
a

 = – (r1 ∙ r2 ∙ r3 + r1 ∙ r2 ∙ r4 + r1∙ r3 ∙ r4 + r2 ∙ r3 ∙ r4)

e
a

 = r1 ∙ r2 ∙ r3 ∙ r4

Aplicando aos itens da atividade anterior, teremos:

a.	 Calculando as somas das raízes tomadas 1 a 1, 2 a 2, 3 a 3 e 4 a 4, temos

S1 = – (2 + 3 + 4 + 5) = –14

S2 = (2 ∙ 3 + 2 ∙ 4 + 2 ∙ 5 + 3 ∙ 4 + 3 ∙ 5 + 4 ∙ 5) = (6 +8 + 10 + 12 + 15 + 20) = 71 

S3 = -(2 ∙ 3 ∙ 4 + 2 ∙ 3 ∙ 5 + 2 ∙ 4 ∙ 5 + 3 ∙ 4  ∙ 5 ) = - (24 +30 + 40 +60) = -154

S4 = 2 ∙ 3 ∙ 4 ∙ 5 = 120

A equação cujas raízes são: 2, 3, 4 e 5 será dada por: x4 – 14x3 + 71x2 – 154x + 120 = 0

b.	 Da mesma maneira, temos:

S1 = – (–2 + 3 + 4 – 5) = 0

S2 = (–2) ∙ 3 + (–2) ∙ 4 + (–2) ∙ (–5) +3 ∙ 4 + 3 ∙ (–5) + 4 ∙ (–5) =

= (–6) + (–8) + 10 + 12 + (–15) + (–20) = –27

S3 = –((–2) ∙ 3 ∙ 4 + (–2) ∙ 3 + (–5) + (–2) ∙ 4 ∙ (–5) + 3 ∙ 4 ∙ (–5)) =

= – ((–24) + 30 + 40 + (–60)) = – (–14) = 14

S4 = (–2) ∙ 3 ∙ 4 ∙ (–5) = 120

A equação cujas raízes são: –2, 3, 4 e –5 será dada por: x4 – 14x3 + 71x2 – 154x + 120 = 

c.	 Efetuando os cálculos temos:

S1 = – (1 + 0 + 3 + 7) = –11

S2 = 1 ∙ 0 + 1 ∙ 3 +1 ∙ 7 + 0 ∙ 3 + 0 ∙ 7 + 3 ∙ 7 = 3 + 7 + 21 = 31 

S3 = – (1 ∙ 0 ∙ 3 + 1 ∙ 0 ∙ 7 + 1 ∙ 3 ∙ 7 + 0 ∙ 3 ∙ 7) = –21 

S4 = 1 ∙ 0 ∙ 3 ∙ 7 = 0

A equação cujas raízes são: 1, 0, 3 e 7 será dada por: x4 – 11x3 + 31x2 – 21x = 0
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ATIVIDADE 7

Dada a equação polinomial x3 – 8x2 + kx – 24 = 0, responda:

a. Quais são as possíveis raízes inteiras da equação?

b. Se a equação tiver duas raízes simétricas, qual será a terceira raiz?

c. Se uma das raízes for o inverso da outra, qual será a terceira raiz?

d. É possível que a equação tenha uma raiz nula?
Resolução:

a. Observando  os coeficientes, concluímos que 24 é igual ao produto das três raízes.
Logo, os divisores de 24 são possíveis raízes inteiras da equação, ou seja,
±1,±2,±3,±4,±6,±8,±12 e ±24. Naturalmente, dependendo do valor de k, tal equação
pode não admitir qualquer um desses divisores como raiz; o que se pode afirmar é pre-
cisamente o fato de que, se houver raiz inteira, ela terá de ser um dos divisores de 24.

b. Como a soma das raízes simétricas é zero e a soma das três raízes é 8, então a terceira
raiz deverá ser igual a 24.

c. Como o produto das duas raízes inversas é igual a 1 e o produto das três raízes é 24,
então a terceira raiz deverá ser igual a 24.

d. Não é possível que a equação tenha raiz nula, pois, nesse caso, o produto das raízes
seria zero, e já vimos que o produto das raízes é igual a 24.

ATIVDADE 8

Considere a equação polinomial 3x4 – 12x3 + kx2 – 6x + 3 = 0

a. Quais são as possíveis raízes inteiras da equação?

b. Quais são os valores de k que fazem com que a equação proposta tenha raízes inteiras?

Resolução:

a. Dividindo os coeficientes da equação por 3, que é o coeficiente do termo de maior
grau, obtemos a equação equivalente (com as mesmas raízes) expressa na forma:

Comparando com a forma x4 – S1x
3 + S2x

2 – S3x + S4 = 0, concluímos que o produto das 
raízes da equação é igual a S4 = 1. Logo, as possíveis raízes inteiras da equação são os divisores 
de 1, ou seja, +1 ou –1.

b. Para que a equação tenha raízes inteiras, ou seja, para que ela tenha +1 ou –1 como
raízes, quando substituirmos os valores de x por +1 ou por –1 no primeiro membro da
equação, o resultado deve ser igual ao segundo membro, ou seja, zero.
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Para x = 1, temos

ou seja, k = 12

Para x = –1, temos:

ou seja, k = 24

ATIVIDADE 9

Sabendo que 1 é raiz da equação x3 + 7x2 + kx – 15 = 0, determine o valor de k e encontre 
as outras raízes.

Como 1 é raiz, substituindo x por 1 devemos ter a igualdade verdadeira, logo, 1 + 7 + k – 15 
= 0, e então k = 7.

Como a soma das três raízes é igual a –7, sendo uma delas igual a 1, a soma das outras duas 
deve ser igual a –8.

Como o produto das três raízes é igual a 15, sendo uma delas igual a 1, o produto das 
outras duas é igual a 15.

Logo, além da raiz dada r1 = 1, as outras duas raízes da equação são tais que sua soma é –8 
e seu produto é 15, elas são portanto, as raízes da equação de segundo grau x2 + 8x + 15 = 0.

Resolvendo tal equação, obtemos r2 = –3 e r3 = –5.

Concluímos que a equação proposta no enunciado tem como raízes os números reais 
1, –3 e –5.

Observação:

Outras atividades como as anteriores podem ser propostas, mas lembramos que não interessa tanto, 
nesse caso, a realização de muitos cálculos, quanto, por exemplo, a percepção do fato de que, 
conhecendo uma raiz da equação, é possível reduzi-la a uma equação mais simples, ou seja, a pesquisa 
sobre as possíveis raízes inteiras pode resultar na solução da equação.

Equações e polinômios: divisão por x – k e redução do grau de uma equação 
polinomial.

Como se sabe, um polinômio de grau n é uma expressão algébrica do tipo:

P(x) = a0x
n + a1x

n – 1 + a2x
n – 2 + a3x

n – 3 + … + an – 1x + an = 0,com a0 ≠ 0

Então, uma equação algébrica também pode ser chamada uma equação polinomial, uma 
vez que ela pode ser escrita na forma P(x) = 0, sendo P(x) um polinômio.

Dessa forma, se o valor de P(x) para x = k, que indicaremos por P(k), for igual a zero, ou seja 
P(k) = 0, então isso significa que k é uma raiz da equação polinomial P(x) = 0.
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Sendo P1(x) um polinômio e P2(x) outro polinômio, podemos ter o caso de P1(x) = P2(x) para 
alguns valores particulares de x e P1(x) ≠ P2(x) para outros valores de x.

Por exemplo:

P1(x) = x2 +3x – 1 e P2(x) = x3 – 5x2 + 4x + 13, então temos:

P1(2) = 9 e P2(2) = 9, mas P1(0) = – 1 e P2(0) = 13 

Quando dois polinômios P1(x) e P2(x) são tais que, para todos os valores possíveis para x, 
temos P1(x) = P2(x), então dizemos que os polinômios são idênticos, e escrevemos P1(x) = P2(x).

Sendo P1(x) = a0x
n + a1x

n – 1 + a2x
n – 2 + a3x

n – 3 + … + an – 1x + … + an um polinômio de grau n  
e P2(x) = b0x

m + b1x
m-1 + b2x

m-2 + b3x
m-3 + … + bm - 1 x + bm outro polinômio de grau m, para termos 

P1(x) = P2(x), ou seja, para os dois polinômios serem iguais para todos os valores de x, tal como, 
an = bm, pois an = P1(0) e bm = P2(0) Podemos mostrar que a igualdade entre os dois polinômios 
para todos os valores de x obriga a igualdade de todos os coeficientes dos termos de mesmo 
grau, ou seja:

an = bm; an – 1 = bm – 1; an – 2 = bm – 2, e assim por diante.

Em consequência, dois polinômios idênticos devem ser sempre do mesmo grau, uma vez 
que, se forem de graus diferentes, os coeficientes dos termos de maior grau serão distintos (um 
deles é zero e o outro, diferente de zero).

Por exemplo, podemos ter P1(x) = x2 + 3x – 1 e P2(x) = x3 – 5x2 + 4x + 13 iguais para alguns 
valores de x, ou seja, não é verdade que P1(x) = P2(x), nesse caso, pois os termos de grau 3 são 
distintos (1 em P2(x)) e 0 em P1(x)).

Operações com polinômios.

Para somar, subtrair e multiplicar polinômios, basta operar com as expressões algébricas 
que compõem suas parcelas, que são os monômios. Assim, é necessário realizar as operações 
indicadas, recorrendo à propriedade distributiva, quando for o caso, e reunir os termos que cor-
respondem a potências de x de mesmo grau (chamados “termos semelhantes”).

ATIVIDADE 1

Considere os polinômios A(x) = x2 – 3x + 2 e B(x) = x3 – 2x2 – 3x + 2

a.	 Calcule A(1) e B(1)

b.	 Calcule x para que A(x) = 0

c.	 Se a, b e c forem raízes de B(x), quanto é o produto de a ∙ b ∙ c?

d.	 É possível termos A(x) = B(x)?

e.	 É possível termos A(x) ≡ B(x)

Resolução:

a.	 A(1) = 12 – 3 ∙ 1 + 2 ⇒ A (1) = 0

	 B(1) = 13 – 2 ∙ 12 – 3 ∙ 1 + 2 = B(1) = –2

b.	 A(x) = 0 ⇒ x2 – 3x + 2 = 0
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c.	 O produto das raízes (a, b e c) do polinômio B(x) é –2.

d.	 Sim, é possível.

Resolvendo a equação algébrica A(x) = B(x), temos: x2 – 3x + 2 = x3 – 2x2 - 3x + 2; logo,  
Fatorando, obtemos x ∙ x ∙ (x – 3) = 0, portanto, para o produto ser nulo, um dos fatores deve ser 
nulo, ou seja, ou x = 0, ou x = 0 (0 é uma raiz dupla), ou então x = 3. Logo, a equação A(x) = B(x) 
tem como raízes 0 e 3. Para todos os valores de x diferentes de 0 e de 3, os polinômios A(x) e B(x) 
assumem valores distintos.

e.	 Não. Os polinômios têm graus diferentes. Em consequência, os coeficientes de x3 são 
diferentes em A(x) e B(x).

ATIVIDADE 2

Considere os polinômios A(x) = x3 – 3x + 2 e B(x) = x3 – 2x2 – 3x + 10.

a.	 É possível termos A(x) = B(x)?

b.	 É possível termos A(x)  B(x)?

Resolução:

a.	 Sim. Basta resolver a equação correspondente: x3 – 3x + 2 = x3 – 2x2 – 3x + 10. Efetu-
ando os cálculos, obtemos: 2x2 = 8 e então, x = ±2.

b.	 Não, pois os coeficientes de x2 são diferentes nos dois polinômios.

ATIVIDADE 3

Considere os polinômios:

P1(x) = ax5 – 11x4 – 2x3 + 7x2 + bx + d

P2(x) = bx5 + bx4 + cx3 – 2x3 + 7x2 – √3x + d

a.	 Determine os valores de a, b e c, de modo que os polinômios sejam idênticos.

b.	 Calcule o valor de d, sabendo que –1 é raiz da equação P1(x) = 0.

Resolução:

a.	 Igualando os coeficientes dos termos de mesmo grau, temos:

b.	 Se ¬1 é raiz da equação P1 (x) =0, então devemos ter P1 (x) =0. Logo, substituindo x 
por –1, e igualando o resultado a zero, obtemos:

Concluímos, efetuando os cálculos, que 
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ATIVIDADE 4

Considere o polinômio: 

a. Mostre que x = 1 é raiz da equação P(x) = 0

b. Calcule o quociente da divisão de P(x) pelo binômio x – 1.

Resolução:

a. Basta substituir x por 1 em P(x) e verificar que o resultado é zero, ou seja, que temos
P(1) = 0. Isso significa que P(x)  pode ser fatorado e apresenta x – 1 como um fator, ou
seja, é divisível por x – 1. Podemos, então, escrever:

P(x) ≡ (x – 1) ∙ Q(x) sendo Q(x) o quociente da divisão de P(x) por x – 1.

b. O quociente da divisão será um polinômio de grau 4, podendo ser escrito na forma
geral ax4 + bx3 + cx2 + dx + e.

Devemos ter a identidade:

3x5 – 2x4 + 5x3 – 11x2 – 7x + 12 ≡ (x – 1) ∙ (ax4 + bx3 + cx2 + dx + e).

Efetuando as operações indicadas no segundo membro, obtemos:

3x5 – 2x4 + 5x3 – 11x2 – 7x + 12 ≡ ax5 + bx4 + cx3 + dx2 + ex – ax4 – bx3 – cx2 – dx – e

Agrupando os termos semelhantes do segundo membro, obtemos:

Igualando os coeficientes dos termos de mesmo grau nos dois membros da identidade 
temos:

3 = a

–2 = b – a

5 = c – b

–11 = d – c

–7 = e – d

12 = –e

Logo concluímos que a = 3, b = 1, c = 6, d = –5, e = –12 e, em consequência, Q(x) = 3x4 + 
x3 + 6x2 – 5x – 12 

Assim, para resolver a equação P(x) = 0, sabendo que uma de suas raízes é x = 1, obtemos 
o quociente de P(x) por x –1, chegando ao quociente Q(x); as demais raízes de P(x) = 0  são as
raízes de P(x) = 0 são as raízes da equação Q(x) = 0.
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Reduzindo o grau da equação. Divisão por (x – k)

Na equação 2x3 + 4x2 – 2x – 4 = 0 podemos descobrir que uma possível raiz utilizando os 
conceitos apresentados, primeiro dividimos a equação toda pelo “coeficiente a”, que resulta 
em: , resultando x3 + 2x2 – x – 2 = 0, o que nos leva a supor que uma de suas raízes seria um de 
seus divisores (–1, 1, –2, 2) e por verificação podemos chegar nos números (–2, –1, 1), pois:

x3 + 2x2 – x – 2 = 0

(–2)3 + 2 ∙ (–2)2 – 2 = 0

10 – 10 = 0

Do mesmo modo podemos verificar que -1 e 1 também satisfazem a igualdade, sendo 
assim raízes da equação.

Podemos escrever, então, que o polinômio P(x) = 2x3 + 4x – 2x – 4” tem uma de suas raízes 
–2 , pois, P(–2) = 0, ou seja, substituindo o valor – 2 na variável x, verificamos que a igualdade se 
estabelece.

Ampliando essa ideia, podemos dizer que se um polinômio P(x) tem como raiz o número k, 
então a divisão de P(x) por (x – k) dá resto zero, além de obtermos uma equação (Quociente da 
divisão) com grau menor que P(x).

P(x) = 2x3 + 4x2 – 2x – 4; [x – (–2)]

P(x) = 2x3 + 4x2 - 2x - 4; (x+2)

2x3 + 4x2 – 2x – 4

–2x3 – 4x2

0 0 –2x – 4

+2x + 4

0

x + 2

2x2 – 2

ATIVIDADE 5

Agora descubra as raízes das seguintes equações polinomiais:

a.	 x3 + x – 10 = 0

b.	 x3 – 5x2 + 6x = 0

c.	 8 + x3 = 0

Resolução:

a.	 O número 10 tem como divisores (±1;±2;±5;±10) sendo qualquer um desses divisores 
uma de suas possíveis raízes.

Teste de raízes do polinômio: x3 + x – 10

Para x=1

13 +1 – 10 = 0
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1 + 1 – 10 = 0

–8 ≠ 0

∴não é raiz

Para x=5

53 + 5 – 10 = 0

125 + 5 – 10 = 0

120 ≠ 0

∴não é raiz

Dividindo o polinômio por (x-raiz) = (x – 2); teremos:

Encontrando as raízes da equação quociente:

Como não existem raízes reais para a equação quociente, concluímos que a única raiz do 
Polinômio é 2.

b. Como o polinômio não possui termo independente, conclui-se que uma de suas raí-
zes é zero. Dividindo o polinômio por ( x – raiz) = (x  – 0), teremos:
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Encontrando as raízes da equação quociente temos:

As raízes do polinômio x3 – 5x2 + 6x = 0; são (0, 2, 3)

c.	 Neste caso a única raiz do polinômio é –2, pois 

Algoritmo de Briot – Ruffini

Uma das maneiras de se obter o quociente de um polinômio por um binômio, seria a apli-
cação do algoritmo de Briot – Rufini, cujas características principais são destacadas a seguir:

Tomando-se como exemplo, calcularemos o quociente de P(x) = 3x5 – 2x4 + 5x3 – 11x2 –7x – 46 
pelo binômio x – 2.

Sendo Q(x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx +c:

•	 O coeficiente a é igual ao coeficiente de x5 em P(x): a = 3

•	 O coeficiente b é obtido somando-se ao coeficiente de x4 em P(x) o produto de 2 por a: 
b = –2 + 2a;

•	 O coeficiente c é obtido somando-se ao coeficiente de x3 em P(x) o produto de 2 por b: 
c = 5 + 2b;
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•	 O coeficiente d é obtido somando-se ao coeficiente de x2 em P(x) o produto de 2 por e: 
d = –11 + 2c;

•	 O coeficiente d é obtido somando-se ao coeficiente de x1 em P(x) o produto de 2 por e: 
d = –11 + 2c;

Esses cálculos podem ser organizados no algoritmo seguinte, conhecido como algoritmo 
de Briot-Rufini, para a divisão de um polinômio por um binômio da forma x – k.

Q(x) = 3x4 + 4x3 + 13x2 + 15x + 23

ATIVIDADE 6

a.	 Para verificar o entendimento do conteúdo apresentado, construa o algoritmo de Briot-
-Rufini para determinar o quociente de P(x) = x5 – 2x4 – 7 x3 + 3x2 + 8x + 57 por x – 3.

b.	 Calcule o resto da divisão de P(x) = 3x5 + x4 +3x3 – 7x + π pelo binômio x + 3. 

Resolução:

a.	

Q(x) = 1x4 + 1x3 – 4x2 – 9x – 19

Fonte: Elaborada pelos autores.
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b.	

Q(x) = 3x4 – 8x3 – 27x2 – 81x + 236
Fonte: Elaborada pelos autores

ATIVIDADE 7

Responda às seguintes questões:

a. Mostre que a equação 2x4 –  9x3 + 6x2 + 11x – 6 = 0 apresenta raízes inteiras.

b. Resolva a equação do item anterior.

Resolução:

a. Dividindo os coeficientes por 2, obtemos a equação equivalente:

Escrita nessa forma, já vimos que os divisores de –3 serão possíveis raízes  inteiras, pois esse 
coeficiente representa o produto das raízes da equação. Calculando os valores numéricos do 
polinômio do primeiro membro da equação para x = ±1 e x = ± 3, concluímos que –1 e 3 são 
raízes da equação dada.

b. A equação dada é, portanto, equivalente à equação:

Para encontrar o trinômio mx2 + nx + p, e descobrir as outras raízes da equação, basta dividir
o polinômio do primeiro membro sucessivamente por (x + 1) e (x – 3), conforme indicamos a seguir:

2x4 – 9x3 + 6x2 + 11x – 6 ≡ (x - 1) ∙ (ax3 + bx2 + cx + d)

Q(x) = 2x3 – 11x2 + 17x – 6
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2x4 – 9x3 + 6 x2 + 11x – 6 ≡ (x + 1) ∙ (2x3 – 11x2 + 17x – 6)

Dividindo-se agora Q1(x) por (x – 3),obtemos Q2(x):

Q(x) = 2x2 – 5x + 2

(2 x3 – 11x2 + 17x – 6) ≡ (x – 3) ∙ (2x2 – 5x + 2)

Sendo assim, concluímos que:

2x4 – 9x3 + 6x2 + 11x - 6 ≡ (x + 1) ∙ (x – 3) ∙ (2x2 – 5x + 2)

Resolvendo a equação de 2º grau 2x2 – 5x + 2 = 0, obtemos as raízes: 

Logo, as raízes da equação dada inicialmente são:
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