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PREZADO PROFESSOR,

As sugestdes de trabalho, apresentadas neste material, refletem a constante busca da pro-
mocao das competéncias indispensaveis ao enfrentamento dos desafios sociais, culturais e pro-
fissionais do mundo contemporéneo.

O tempo todo os jovens tém que interagir, observar, analisar, comparar, criar, refletir e
tomar decisbes. O objetivo deste material é trazer para o estudante a oportunidade de ampliar
conhecimentos, desenvolver conceitos e habilidades que os auxiliardo na elaboragdo dos seus
Projetos de Vida e na resolucao de questdes que envolvam posicionamento ético e cidadao.

Procuramos contemplar algumas das principais caracteristicas da sociedade do conheci-
mento e das pressdes que a contemporaneidade exerce sobre os jovens cidaddos, a fim de que
as escolas possam preparar seus estudantes adequadamente.

Ao priorizar o trabalho no desenvolvimento de competéncias e habilidades, propde-se
uma escola como espago de cultura e de articulacdo, buscando enfatizar o trabalho entre as
areas e seus respectivos componentes no compromisso de atuar de forma critica e reflexiva na
construgdo coletiva de um amplo espacgo de aprendizagens, tendo como destaque as praticas
pedagdgicas.

Contamos mais uma vez com o entusiasmo e a dedicacdo de todos os professores para que
consigamos, com sucesso, oferecer educagdo de qualidade a todos os jovens de nossa rede.

Bom trabalho a todos!

Coordenadoria Pedagdgica — COPED

Secretaria da Educacdo do Estado de Sao Paulo



INTEGRANDO O DESENVOLVIMENTO SOCIOEMOCIONAL AO
TRABALHO PEDAGOGICO

A educacao integral exige um olhar amplo para a complexidade do desenvolvimento inte-
grado dos estudantes e, também, para sua atuacdo na sociedade contemporanea e seus cena-
rios complexos, multifacetados e incertos. Nesse sentido, o desenvolvimento pleno dos estu-
dantes acontece quando os aspectos socioemocionais sdo trabalhados intencionalmente na
escola, de modo integrado as competéncias cognitivas.

E importante ressaltar que a divisdo semantica que se faz com o uso dos termos cognitivo
e socioemocional ndo representa uma classificacdo dicotémica. E uma simplificacdo didatica ja
que, na aprendizagem, essas instancias (cognitiva e socioemocional) sdo simultaneamente mobi-
lizadas, sdo indissociaveis e se afetam mutuamente na constituicdo dos sujeitos.

O QUE SAO COMPETENCIAS SOCIOEMOCIONAIS?

As competéncias socioemocionais sdo definidas como as capacidades individuais que se
manifestam de modo consistente em padroes de pensamentos, sentimentos e comportamen-
tos. Ou seja, elas se expressam no modo de sentir, pensar e agir de cada um para se relacionar
consigo mesmo e com os outros, para estabelecer objetivos e persistir em alcancgé-los, para
tomar decisGes, para abracar novas ideias ou enfrentar situacdes adversas.

Durante algum tempo, acreditou-se que essas competéncias eram inatas e fixas, sendo a
primeira infancia o estagio ideal de desenvolvimento. Hoje, sabe-se que as competéncias socio-
emocionais sdo maleaveis e quando desenvolvidas de forma intencional no trabalho pedagoé-
gico impactam positivamente a aprendizagem.

Além do impacto na aprendizagem, diversos estudos multidisciplinares tém demonstrado
que as pessoas com competéncias socioemocionais mais desenvolvidas apresentam experién-
cias mais positivas e satisfatérias em diferentes setores da vida, tais como bem-estar e salde,
relacionamentos, escolaridade e no mercado de trabalho.

QUAIS SAO AS COMPETENCIAS SOCIOEMOCIONAIS E COMO ELAS
SE ORGANIZAM

Ao longo de 40 anos, foram identificadas e analisadas mais de 160 competéncias sociais e
emocionais. A partir de estudos estatisticos, chegou-se a um modelo organizativo chamado de
Cinco Grandes Fatores que agrupa as caracteristicas pessoais conforme as semelhangas entre si,
de forma abrangente e parcimoniosa. A estrutura do modelo é composta por 5 macrocompe-
téncias e 17 competéncias especificas. Estudos em diferentes paises e culturas encontraram essa
mesma estrutura, indicando robustez e validade ao modelo.



MACRO
COMPETENCIA

COMPETENCIA

DEFINICAO

Abertura ao novo

Curiosidade para
aprender

Capacidade de cultivar o forte desejo de aprender e de
adquirir conhecimentos, ter paixdo pela aprendizagem.

Imaginagao criativa

Capacidade de gerar novas maneiras de pensar e agir por
meio da experimentacdo, aprendendo com seus erros, ou
a partir de uma visdo de algo que n&o se sabia.

Interesse artistico

Capacidade de admirar e valorizar produgées artisti-
cas, de diferentes formatos como artes visuais, musica
ou literatura.

Resiliéncia Emocional

Autoconfiancga

Capacidade de cultivar a forca interior, isto é, a habilidade
de se satisfazer consigo mesmo e sua vida, ter pensamen-
tos positivos e manter expectativas otimistas.

Tolerancia ao
estresse

Capacidade de gerenciar nossos sentimentos relaciona-
dos a ansiedade e estresse frente a situacdes dificeis e
desafiadoras, e de resolver problemas com calma.

Tolerancia a

Capacidade de usar estratégias efetivas para regular as
proprias emogdes, como raiva e irritagdo, mantendo a

Engajamento com
0s outros

frustracdo o .
¢ tranquilidade e serenidade.
Capacidade de envolver-se ativamente com a vida e com
Entusiasmo outras pessoas de uma forma positiva, ou seja, ter empol-

gacgdo e paixdo pelas atividades dirias e a vida.

Assertividade

Capacidade de expressar, e defender, suas opinides,
necessidades e sentimentos, além de mobilizar as pes-
soas, de forma precisa.

Iniciativa Social

Capacidade de abordar e se conectar com outras pessoas,
sejam amigos ou pessoas desconhecidas, e facilidade na
comunicacao

Autogestao

Responsabilidade

Capacidade de gerenciar a si mesmo a fim de conseguir
realizar suas tarefas, cumprir compromissos e promessas
que fez, mesmo quando é dificil.

Organizagédo

Capacidade de organizar o tempo, as coisas e as ativida-
des, bem como planejar esses elementos para o futuro.

Determinagao

Capacidade de estabelecer objetivos, ter ambi¢do e moti-
vacéo para trabalhar duro, e fazer mais do que apenas o
minimo esperado.

Persisténcia

Capacidade de completar tarefas e terminar o que assumi-
mos e/ou comegamos, ao invés de procrastinar ou desistir
quando as coisas ficam dificeis ou desconfortaveis.

Foco

Capacidade de focar — isto €, de selecionar uma tarefa ou
atividade e direcionar toda nossa atengdo apenas a tarefa/
atividade “selecionada”.
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COMPETENCIA COMPETENCIA DEFINICAO

Capacidade de usar nossa compreensdo da realidade
para entender as necessidades e sentimentos dos outros,
Empatia agir com bondade e compaix&o, além do investir em nos-
sos relacionamentos prestando apoio, assisténcia e sen-
do solidario.

Capacidade de tratar as pessoas com consideracao, leal-
Amabilidade Respeito dade e tolerancia, isto é, demonstrar o devido respeito

P aos sentimentos, desejos, direitos, crencas ou tradi¢des
dos outros.

Capacidade de desenvolver perspectivas positivas so-
bre as pessoas, isto é, perceber que os outros geral-
mente tém boas intencdes e, de perdoar aqueles que
cometem erros.

Confianca

Vocé sabia?

O componente Projeto de Vida desenvolve intencionalmente as 17 competéncias socioemocionais ao
longo dos anos finais do Ensino Fundamental e do Ensino Médio. Em 2019, foi realizada uma escuta
com os professores da rede para priorizar quais competéncias seriam foco de desenvolvimento em
cada ano/série. A partir dessa priorizagdo, a proposta do componente foi desenhada, tendo como um
dos pilares a avaliagdo formativa com base em um instrumento de rubricas que acompanha um plano
de desenvolvimento pessoal de cada estudante.

COMO INTEGRAR AS COMPETENCIAS SOCIOEMOCIONAIS AO
TRABALHO PEDAGOGICO

Um dos primeiros passos para integrar as competéncias socioemocionais ao trabalho com
os conteldos do componente curricular é garantir a intencionalidade do desenvolvimento
socioemocional no processo. Evidéncias indicam que a melhor estratégia para o trabalho inten-
cional das competéncias socioemocionais se d& por meio de um planejamento de atividades
que seja SAFE' — sequencial, ativo, focado e explicito:



SEQUENCIAL ATIVO FOCADO EXPLICITO

Percurso com As competéncias E preciso trabalhar Para instaurar um
Situacdes de socioemocionais sdo intencionalmente uma vocabulério comum e
aprendizagem desenvolvidas por compténcia porvez  um campo de sentido
desafiadoras, de meio de vivéncias durante algumas compartilhado com os
complexidade concretas e ndo a aulas. N&do é possivel  estudantes, é preciso
crescente e com partir de teorizagdes  desenvolver todas as explicitar qual é
tempo de duragdo  sobre elas. Para isso, o competéncias competéncia foco de
adequado. uso de metodologias socioemocionais desenvolvimento e
ativas é importante simultaneamente. seu significado.

Desenvolver intencionalmente as competéncias socioemocionais ndo se refere a “dar uma aula
sobre a competéncia”. Apesar de ser importante conhecer e apresentar aos estudantes quais sdo as
competéncias trabalhadas e discutir com eles como elas estdo presentes no dia a dia, o desenvolvi-
mento de competéncias socioemocionais acontece de modo experiencial e reflexivo. Portanto, ao
preparar a estratégia das aulas, é importante considerar como oferecer mais oportunidades para que
os estudantes mobilizem a competéncia em foco e aprendam sobre eles mesmos ao longo do
processo.
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ORGANIZACAO DAS GRADES CURRICULARES

Apresentamos a seguir uma grade curricular para a transicdo do material de apoio do
Curriculo do Estado de S3o Paulo, contendo os temas, a descricdo das habilidades do Curriculo
Oficial de Matematica e sua respectiva relacdo com as competéncias gerais da Base Nacional
Comum (BNCC) do Ensino Médio, além de algumas orientagdes pedagdgicas, para as trés séries
que compode o referido estagio de ensino da escolaridade basica.

A lista dos conteldos curriculares e habilidades, em Matematica, nao é rigida e inflexivel.
O que se pretende é a articulagdo entre os temas (algebra, geometria, grandezas e medidas,
numeros e probabilidade e estatistica), tendo em vista os principios que fundamentam o Curriculo
Oficial: a busca de uma formacgao voltada para as competéncias pessoais, a abordagem dos
conteldos que valorize a cultura e o mundo do trabalho, a caracterizagdo da escola como uma
organizagdo viva, que busca o ensino, mas que também aprende com as circunstancias.

Enfim, ao fixar os conteldos disciplinares/objetos de conhecimento, é preciso ter em
mente que a expectativa de todo o ensino é que a aprendizagem efetivamente ocorra. As disci-
plinas curriculares ndo sdo um fim em si mesmas, o que se espera dos conteddos é que eles
realmente possam ser mobilizados, tendo em vista o desenvolvimento de competéncias pesso-
ais, tais como a capacidade de expressdo, de compreensdo, de argumentacao etc.

Curriculo Oficial - BNCC - SP Curriculo Paulista - E.M.
Tema/Contetudo Habilidades Competéncia Geral
. - e saber usar de modo sistematico 2. Exercitar a curiosidade
Geometria/Relagdes . . ;
sistemas de coordenadas cartesianas |intelectual e recorrer

e  Geometria analitica.

«  Pontos: distancia, ponto para representar pontos, figuras, a abo.rAdagem' prépria
médio e alinhamento de relagdes, equacdes; i dgs ciéncias, incluindo
trés pontos. . saber rgconhecer a equagdo da reta, a mve~st|gagac3, a

¢ Reta equacio e estudo o S|gr'1|f~|cao|o de seus coeficientes, as re’ﬂ.exao, a ana?llse~
dos coeficientes: condicdes que garantem o paralelismo critica, a imaginagdo
oroblemas Iineaées. e a perpendicularidade entr(? retas; ea crl.atlwdade, para

e Ponto e reta: distancia. . saber.resolver |orob|~emas.prat|cos~ investigar causas, elaborar
Circunferéncia: equacio a?ssoaados a equacdes e inequacgdes e testar hipéteses, formular
Reta e circunferéncia: ||near§s. o ~ © resolver FNDrob.Iemas. ©

* saber identificar as equacdes da criar solucdes (inclusive

posicdes relativas.
e (Cobnicas: nogdes,
equacgdes, aplicacbes

circunferéncia e das cdnicas naforma  |tecnoldgicas) com base
reduzida e conhecer as propriedades | nos conhecimentos das
caracteristicas das conicas. diferentes areas.
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FUNDAMENTOS DA GEOMETRIA ANALITICA

Normalmente o desenvolvimento dos conceitos relativos a Geometria Analitica, inicia-se
pelo estudo da equacéo da reta, apresentada de um modo peculiar, na qual se destaca certa
classe de problemas cuja solugdo depende apenas de uma compreenséo adequada da ideia de
proporcionalidade subjacente. Sdo os chamados problemas lineares entre os quais estdo alguns
problemas de méaximos e minimos muito interessantes.

Consideramos, que o tema das retas, com suas equacdes, propriedades e aplicagdes pode
ser especialmente representativa do significado da Geometria Analitica como um método de
abordagem dos problemas geométricos que contempla o ideal cartesiano — ou o “plano” de
Descartes, que buscava uma aproximacao efetiva entre a Geometria e a Algebra.

Desta forma, é importante, que o Professor, tenha como objetivo, as seguintes caracteristi-
cas na abordagem deste contetdo:

e consolidagdo do uso de sistemas de coordenadas cartesianas XQY, ja iniciado em séries
anteriores. Tal sistema sera utilizado para representar pontos do plano, determinan-
do-se, por exemplo, a distancia entre dois pontos, o ponto médio e a inclinagdo do
segmento determinado pelos dois pontos.

e consolidagdo da ideia de inclinagdo de um segmento, buscando a caracterizagdo de
segmentos paralelos quanto na condicdo de alinhamento de trés pontos, uma vez que
para trés pontos (A, B e C) estarem alinhados, as inclinacdes das retas AB, BC e AC de-
vem ser iguais.

Com base nessas condi¢des iniciais, € possivel propor e resolver uma série de problemas
geométricos simples, em que a aprendizagem do método analitico situa-se no centro das
atencoes.

Em continuidade, explora-se a representagdo de curvas por equagdes, iniciando-se com a
reta. Os casos particulares das retas paralelas aos eixos coordenados, lembrando-se que neste
caso, serdo tratados diretamente, de modo simples. Para as retas inclinadas em relagdo aos
eixos OX e QY, a qualidade comum a todos a seus pontos é o fato de que qualquer que seja o
par de representantes que escolhamos, a inclinagdo do segmento correspondente é sempre a
mesma: tal inclinagdo constante é o coeficiente angular da reta (m). Assim, facilmente se chega
a equagdoy = mx + h, em que o coeficiente m representa a inclinagdo da reta, e h representa o
ponto em que a reta corta o eixo QY. A caracterizagdo de retas concorrentes e paralelas, com
base nas inclinagbes correspondentes, é uma consequéncia natural.

Com relagdo a perpendicularidade de duas retas, estuda-se a inclinacdo de , de tal forma
que se , entdo as retas serdo perpendiculares. Um outro tépico importante no estudo analitico
das retas é a forma geral da equacéo da reta, bem como, a representagdo de regides do plano
por meio de desigualdades.

Finalizando o estudo, tendo em vista a resolucdo de alguns problemas lineares, ou seja,
problemas que envolvem apenas relagdes de proporcionalidade direta, incluindo-se alguns de
problemas de maximos e minimos. Apesar de problemas como esses ndo serem apresentados
no Ensino Médio, pedimos ao professor que os leia com atencdo, pois certamente percebera
que constituem situacdes simples em contextos interessantes.
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Apds o estudo das retas, o proximo conteldo é a equacao da circunferéncia com centro na
origem do sistema de coordenadas. O tempo disponivel pelo professor deverd determinar o
nivel de exploracdo de tal equacdo, deixando-se a escolha do professor o estudo das transla-
¢des da equagdo ou da forma geral da equacgdo da circunferéncia.

O préximo assunto referente ao estudo da equagdo da circunferéncia seria o célculo da
distancia de um ponto a uma reta, baseado apenas na inclinacdo m da reta. Complementando
tal célculo, podera ser feito um estudo simplificado das posicdes relativas entre retas e
circunferéncias.

Encerrando os conteldos relativos ao 1° bimestre letivo, estudamos as conicas sdo apre-
sentadas e caracterizadas por meio de propriedades de diversas maneiras. Além de constituirem
interseccdes de um plano com uma superficie cbnica, o que lhes garante a denominacéo, a
elipse é uma circunferéncia "achatada”; a hipérbole surge na representacdo de grandezas inver-
samente proporcionais; e a parabola, na representacdo de uma grandeza que é proporcional ao
quadrado de outra. Complementarmente, as cbnicas também sido apresentadas pelas suas
importantes propriedades caracteristicas em relacdo aos focos.

As equacdes da elipse, da hipérbole e da pardbola, sdo apresentadas em posicdes conve-
nientes em relacdo aos eixos de coordenadas, de modo a simplificar os célculos. Uma extenséo
de tal estudo, conduzindo a equagdes mais gerais, pode ser dispensada ou adiada para o
momento, pois serdo aprofundadas posteriormente.

Os tépicos apresentados podem ser encontrados no Material de Apoio ao Curriculo Oficial
do Estado de S&o Paulo, nas respectivas Situacdes de Aprendizagem:

e Situacdo de Aprendizagem 1: A Geometria e o método das coordenadas, Vol.1, 3°
série do Ensino Médio, p. 12 a 21;

e Situacdo de Aprendizagem 2: A reta, a inclinagdo constante e a proporcionalidade,
Vol.1, 3% série do Ensino Médio, p. 22 a 33.

e Situacao de Aprendizagem 3: Problemas lineares — Maximos e Minimos, Vol. 1, 3% série
do Ensino Médio, p. 33 a 43.

* Situacoes de Aprendizagem 4: Circunferéncias e conicas: significados, equacdes, apli-
cacdes, Vol.1, 37 série do Ensino Médio, p. 43 a 59
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Além das situacdes de aprendizagem, sugerimos alguns recursos audiovisuais, da plata-
forma Matematica Multimidia:

e Estradas para estacdo, disponivel em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1015
(acesso em 18/03/2019);

* Montanhas geométricas, disponivel em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1021
(acesso em 18/03/2019);

Tesouro cartesiano, disponivel em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1183
(acesso em 18/03/2019).

ATIVIDADES

TEMA 1 - A GEOMETRIA E O METODO DAS
COORDENADAS

ATIVIDADE 1

Observe os pontos indicados no plano cartesiano, conforme mostra a figura a seguir:

Fonte: Elaborada pelos autores

Preencha a tabela a seguir, conforme os dados informados na figura.
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Pontos Distancia Inclinacdo Equacdo da reta
AeB AR m—é _4_X+ _1 =0
e (AB)=5 =7 3 y 3"
_ 3
AeD (AD)=+/13 m=-3 3’7X+y—é=0
3 3x 9
A — = — _ 4y —— :O
eG (AG) =34 m=¢ 3 YT
DeE (DE)=+/5 m=2 2x+y+8=0
_ 1 1x
EeG (EG) =410 m=-3 €+y+1=0
_ 1 1x 13
= =— -—— +y—-—— =0
FeA (FA)=+/26 m= R A=
HeC (HC)=3 m=0 y-4=0
HeG (HG)=5 Indefinido X =-3

Resolucdo:
Pontos: A(2,3) e B (5,7)

Fonte: Elaborada pelos autores

Distancia:
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Inclinac3o:

Equacgdo da reta:

Pontos: A(2,3) e D (4, 0)

Fonte: Elaborada pelos autores

Distancia:
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Inclinagao:

Equacao da reta:

3
(v, _3)2_5'()(1 -2)
3x 6
_3=_=22,2
y 2 2
3x
-3=—— 143
Y 2
3x
—+y-3-3=0
5 y
3x
—+y-6=0
2 Y
Pontos: A (2, 3) e G (-3,0)
Fonte: Elaborada pelos autores
Distancia:
(AG) = (-3-2)* H3-0)’
(AG) =(-5) +3°
(AG? =25+ 9
(AG)? =34

CADERNO DO PROFESSOR
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Inclinac3o:

Equacgdo da reta:

_3.3x_6
5
3x 6
—— +y-3+==0
5 4
5 5 5
322 o
5 5

Pontos: D (4, 0) e E (3, -2)

Fonte: Elaborada pelos autores

Distancia:
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Inclinagao:

Equacdo da reta:

Pontos: E (3,-2) e G (-3, 0)

Fonte: Elaborada pelos autores

Distancia:

Inclinagao:

()’w _YO):m(Xw_XO)
(y1=0)=2-(x—4)
y=2x-8
-2x +y+8=0

CADERNO DO PROFESSOR
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Equacdo da reta:

Pontos: F (=3, 2) e A (2, 3)

Fonte: Elaborada pelos autores

Distancia:

Inclinacéo:

1x
—+y+2-1=0
3 y

1x
—+y+1=0
3 y
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Equacao da reta:

Pontos: H (-3, 4) e C (0, -4)

Fonte: Elaborada pelos autores

Distancia:

Inclinac3o:
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Equacdo da reta:

(YW _yO):m(X1_XO)
(y1=4)=0-(x,-(-3)

y—4 =0
Pontos: H (-3,4) e G (-3,0)
Fonte: Elaborada pelos autores
Distancia:
(HGY =(0Y +(0-5)
(HGY =(-5)
(HG? =25
(HGY =25
(HG) =5
Inclinacéo:
Ay CcO
m=—=tgo =—
Ax CA
tga (Y1 —Yo )
(% =%o)
4
m=—
0

Equacao da reta:
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ATIVIDADE 2

Na tabela a seguir, sdo informadas na primeira linha e, coluna algumas equagdes de reta.
Indique nas células de intersecdo da linha com a coluna se as retas sdo concorrentes ou
paralelas.

y=2x-2 y = 3x y=",x
y=2x-1 Paralelas Concorrentes Concorrentes
y=",x+2 Concorrentes Concorrentes Paralelas
y = 2x Paralelas Concorrentes Concorrentes

Fonte: Elaborada pelos autores

Quando os coeficientes angulares séo iguais as retas serdo paralelas (m,=m.)

Quando os coeficientes angulares séo diferentes as retas serdo concorrentes (m, # m,)

ATIVIDADE 3

O hexagono regular ABCDEF tem centro M, como mostra a figura a seguir, e cada lado tem
10 unidades de comprimento. Utilizando os sistemas de coordenadas xOy e XMY.

Fonte: Elaborada pelos autores

Determine:

a. as coordenadas dos pontos A, B, C, D, EeF;

b.  as coordenadas do ponto M, centro do hexagono;

c. ainclinacdo dos segmentos AD e BE;

d.  as coordenadas do ponto médio dos segmentos: AE e BD;
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Resolucio:

a. Como o hexdgono é regular ele é formado por seis trigngulos equildteros, logo a dis-
tancia entre 5 m2, sendo assim as coordenadas dos pontos s&o:

2
Ponto A = (5, 0);
Ponto B = (15, 0);

Para o ponto C, é preciso considerar que a coordenada y do ponto é igual a altura do trian-
gulo MBC, considerando essa altura igual a h temos:

Fonte: Elaborada pelos autores

h? +52 =102
h? =100—25 = h? =75
h=75=h=+25-3 =53

A partir desse resultado, para o sistema xOy, temos:

Para ponto C, temos que o segmento FC mede 20 unidades, e dista verticalmente da origem
na altura h, entdo as coordenadas deste ponto sera representada da seguinte maneira: C (20, 54/3)

Temos que, se h é a altura do triangulo MCB, entéo, existe um ponto médio (P) ao seg-
mento MC, de tal forma que MP = PC = 5. Portanto , a abscissa do ponto D, seré a composicio
da medida do segmento FM = 10 unidades e do segmento MP, de medida 5, resultando no
segmento FP com medida de 15 unidades.

Se o poligono ABCDE € um hexagono, entdo, temos que ele possui 6 triangulos equilate-
ros, entao temos que: AMCB = AMCD -.PB=PD =543, sabendo-se disto, temos que o seg-
mento BD mede 10v/3 unidades.

Portanto, as coordenadas do ponto D sera: D (15, 10\/§)
Utilizando o mesmo raciocinio, obtemos as coordenadas dos pontos E e F, conforme segue:

E (5, 10v3 e F (0, 53).
b. O pontoM Tem como coordenada o par (10, 5\/§)
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O gréfico a seguir , mostra as coordenadas dos pontos, solicitados:

Fonte: Elaborada pelos autores

c. ainclinagdo dos segmentos AD e BE;
Segmento AD
A(5,0)e D (15,10,¥3)

Yo yA:1OI 0_10\/7 NE)
Xp — Xy 15-5

M75 =
A inclinacéo calculada, corresponde a tangente do angulo de 60°.

Segmento BE
B (15,0) e E (5, 10)

_Ye—Ye =1oJ§—o_1o\E:_\E

m =
Xg — Xg 5-15 -10

BE

d. as coordenadas do ponto médio dos segmentos: AE e BD

A (5,0); E (5, 10v/3); B (15, 0) e D (15, 10v/3)

Segmento AE
x, = XatXe 2F3 g
2 2
= I =O+120@ =53

Mz = (5,5\/5)
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Segmento BD

. = XetXo :15+15:@:15
M 2 2 2
0+1043 1043
Mz = (15,53

Observem que os dois pontos médios estdo na mesma altura, alterando a coordenada do
eixo Xx.

ATIVIDADE 4

Dados os pontos A (1, 3), B (3,7) e C (4, k):

a. determine o valor de k para que esses pontos estejam alinhados.

b.  determine o valor de k para que a érea do tridangulo ABC seja igual a zero.
c.  sendo k = 3, desenhe o triangulo ABC e calcule sua érea

Resolugdo:

a. Para que trés pontos, no caso, A, B e C, estejam alinhados, necessariamente temos
que considerar: Mzg =Mz

Entao:
mE_YB_YA:7_3:2
Xg = Xu -1
m__YC_Yb -7/ k—7
 x.-x, 4-3
Comomg=mzg=>2=k-7=k=9
Como

Podemos também utilizar a seguinte defini¢do:

Trés pontos sao colineares (alinhados) quando o determinante da matriz formada pelas
coordenadas desses pontos for igual a zero, ou seja:

37-k+19+3k=0=
=-18+2k=0=2k=18=k=9
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b.  Adreado triangulo ABC seré nula quando os trés pontos estiverem alinhados, ou seja,
quando k = 9. E interessante aproximar essas duas informacdes, sempre que trés pon-
tos estdo alinhados, a area do tridngulo formado por eles é nula e vice-versa.

c. O triangulo ABC, seré representado graficamente no plano cartesiano da seguinte
maneira:

Fonte: Elaborada pelos autores

Observando a figura, verificamos que o segmento AC mede 3 unidades e a altura relativa
a este segmento mede 4 unidades, logo a area do triangulo ABC sera igual a 6 unidades quadra-
das, ou seja,
3-4

Area, =—=
ABC 2

% =6 unidades quadradas

Outra maneira de se resolver a mesma atividade, consiste na utilizacdo do calculo de deter-
minante no célculo de areas de tridangulos, conforme segue:

Sendo k#9 os trés pontos, ndo séo colineares, ou seja, ndo estado alinhados, assim sendo, a
disposicdo dos trés pontos nos permite delimitar uma area triangular e sua érea é igual a metade
do médulo do determinante da matriz formada pelas coordenadas dos trés pontos.

e
>3 7

4 3 1
1 1
~|-40+28|= = | -12|=
2 2

= % -12 = 6 unidades quadradas
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TEMA 2 - A RETA, A INCLINACAO CONSTANTE E A
PROPORCIONALIDADE

ATIVIDADE 1

Na equacdoy = 473,5x + 12,879, se x variar uma unidade, passando, por exemplo, de 2008
para 2009, de quanto serd o aumento de y? Tente responder a essa questdo sem efetuar
célculos.

Nesta atividade o aluno deve ser capaz de compreender que o coeficiente de x € 473,5 e
que isso significa que para cada unidade x o resultado final é acrescido de 473,5 unidades.

ATIVIDADE 2

Determine a equacdo da reta que passa pelo ponto A (2; 5) e tem inclinagdo m = 3.

Fonte: Elaborada pelos autores

Resolucdo:
A equacdo dareta e do tipoy = mx + h, ouseja, ey = 3x + h
Como o ponto (2; 5) pertence a reta, entdo: 5=3-2+h
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Logo, h=-1, e aequacdo éy = 3x -1

2% solugado
Sendo (x, y) um ponto genérico da reta , devemos ter:
m= y=> =3
x—=2

Logo,y—-5=3(x—-2),ousejay=3x—1

3% solucao

Dado um ponto e a inclinacdo da reta é possivel determinar a equacao geral da reta pela
equacao fundamental da reta.

(y, =Yg = m (x; = %)
Dados os pontos: A (2,5) e P (x, y) e m = 3, temos que:
(y=5=3x-2=y-5=3x-6=
=y=3x-1

ATIVIDADE 3

Considere o quadrado ABCD, cujo lado mede 5 unidades, e o tridangulo equildtero EFG,
cujo lado mede 10 unidades, representados no sistema cartesiano.

Fonte: Elaborada pelos autores

a.  escolhaum sistema de coordenadas que considere mais adequado e escreva as equa-
coes das retas AB, BC, CD, DA, AC e BD.

b.  escolha um sistema de coordenadas que considere mais adequado e escreva as equa-
¢oes das retas EF, FG, GE e OM, onde M é o ponto médio do lado EF e O é o ponto
médio do lado GF.

Resolucdo:

a. Asretas AB e DC sdo paralelas ao eixo x (constantes) portanto suas equagdes, respec-
tivamente, sdo:

y=5ey=0
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permanece 5. O mesmo raciocinio é valido para a reta DC, para qualquer valor de x o valor
dey=0.

As retas DA e BC sdo paralelas ao eixo y portanto suas equagdes, respectivamente, sdo:

X=0e x=5

Nesses casos em que a reta é vertical, ou seja, ndo é possivel determinar o coeficiente
angular sua equagao ¢ definida pelo ponto onde a reta cruza o eixo da abscissa.

A reta AC, coincide com a diagonal do quadrado ABCD, logo, estdo a 45° graus em relacédo
ao eixo X.

Sabendo que m=tga é possivel determinar o coeficiente angular da reta (m=tg45°=1) con-
siderando qualquer ponto pertencente a reta e o seu coeficiente angular é possivel por meio da
equacao fundamental da reta determinar sua equacao:

(y; = ¥o) = mlx; = x;)
(y,=5 =1(x,-95)

y—-5=x-5
y-5+5=x
y =X

A reta AC encontra-se em situacdo semelhante a reta BD, porém é decrescente portanto
seu coeficiente angular é negativo. O angulo formado entre a reta e o eixo x é de 135°
(m =1g135° =-1)

(y; = Yol = mlx; = x;)
(y,=0)=-1(x,-5)
=—x+5

b. Dado o triangulo equildtero, seus angulos internos sdo todos de 60° graus. Sendo

assim o angulo formado pela reta GE é igual a 60°, (m = tg60°= V3). Tomando um

ponto pertencente a reta GE (ponto G) é possivel usar a equacdo fundamental e de-
terminar a equacdo da reta.

(Y1_YO)=m(X1_XO)
(YW _O):\/g()ﬂ _(—5))
y=x\/§+5\/§

A reta EF forma com o eixo x um angulo de 120° graus, possibilitando o célculo de seu
coeficiente angular; m=tg120°= - V3. Tomando um ponto pertencente a reta EF (ponto F) é pos-
sivel determinar a equacao da reta.

(Y= Yo)=m(x—x,)
(y1-0)= V3(x, -5)
y=—xJ3+5J3
A reta EF forma com o eixo x um angulo de 120° graus, possibilitando o célculo de seu

coeficiente angular; m=tg120°= - V3. Tomando um ponto pertencente a reta EF (ponto F) é pos-
sivel determinar a equacao da reta.
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(YW _YO):m(xw _XO)
(YW _O):O(X1 -3
y=0

Obs. Foi evitado usar o ponto E no item anterior por comodidade evitando calcular a sua
ordenada.

A reta FG é constante (paralela ao eixo x) e coincidente com a abscissa. Seu coeficiente
angular é igual a zero (m=0), tomando o ponto F pertencente a reta FG temos:

(y; = ¥o) = mx; = %))
(y,=0)=0(x, -9
y=0
O ponto médio M divide o segmento EF ao meio e o ponto O divide o segmento GF tam-
bém ao meio, formando um novo tridngulo equilatero OMF, assim a reta OM forma com a abs-

cissa o angulo de 60°, possibilitando calcular seu coeficiente angular m=tg60°= V3. Tomando o
ponto O como ponto de referencia pertencente a reta OM, temos:

1

(YW _Yo):m(xw _XO)
(v,-0) :\/§(Xw -0)
y =xV3

PERPENDICULARISMO ENTRE DUAS RETAS

Se duas retas inclinadas em relagdo aos eixos coordenados r, e r,sdo perpendiculares,
entdo suas inclinagdes m, e m, tem sinais opostos e sdo inversas, isto ¢, m,-m, = -1, como é
possivel perceber pela anélise da figura seguinte:

Os angulos assinalados nos dois triangulos retdngulos sdo congruentes. Isto nos permite
afirmar que (note que, como m.< 0, o segmento que corresponde ao lado do triangulo tem
comprimento igual a -m, ). Sendo assim, concluimos que m,-m, = —1
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ATIVIDADE 4

Considerando os apontamentos tedricos anteriormente citados, determine a equacéo da
reta t que passa pelo ponto A e é perpendicular a reta r, nos seguintes casos

A r t
1
(0; 0) y =4 -3x y=§x
1
(0; 4) y=2x-5 y=—§x+2
(0; -3) y=02x+7 y =-5x-15
(0; 7) y=—3x+2 y=\/§x—§
(1; 2) y=3x+7 y=—%x+§

Resolucdo:

Como visto anteriormente, se duas retas sdo perpendiculares entre si, entdo m1.m2= -1.
Identificado o coeficiente angular da reta r é possivel calcular o coeficiente angular da reta t de
modo que ele seja o oposto inverso do coeficiente angular de r, garantindo o perpendicularismo.

Para a coordenada (0;0) temos a reta r dada pela equagao

y=4-3x
O coeficiente angular da retar, m = -3, sabendo o coeficiente angular de r calcula-se o
coeficiente angular de t,
m,-m, =—1
ol
mr
I
f-3
—
3

Sabendo o coeficiente angular da reta t, é possivel saber a equagdo da reta t.
(Yi=¥o)=m(x;=x,)
1
(-0)=1(x,-0)

1
Y73
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Usa-se do mesmo raciocinio para as demais coordenadas.

Problemas lineares: Maximos e Minimos

ATIVIDADE 1

Em uma fabrica que produz um sé tipo de produto, o custo C da produgao de x unidades
é a soma de um custo fixo C, com custo varidvel C,, que é proporcional a x, entdo C, = Kx, onde
k representa o custo de cada unidade do produto.

Em uma fabrica como a descrita acima, tem-se: C = 3000 + 150x (x € o nimero de artigos;
C é o custo da producédo em reais).
a.  esboce o gréfico de C em funcdo de x.
Para qual valor de x o custo fixo se iguala ao custo variavel?

a partir de qual valor de x o custo fixo passa a representar menos de 10% do custo
total da producgao?
Resolucio:

a.

Fonte: Elaborada pelo autor

b. O custo fixo € de 3000, o custo variavel é representado por 150x, entdo:

3000=150x
3000
X=—
150

x=20
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Graficamente, temos a seguinte situacgao:

Fonte: Elaborada pelos autores

c. O custo fixo passara a corresponder a 10% do custo total na seguinte situacéo:
3000 = 10% de (3000 + 150x)
ou seja, na seguinte situagao:
3000=0,1- (3000+150x)
3000=300+15x

2700=15x
e 2700 180
5

ATIVIDADE 2

Um pequeno fazendeiro dispde de 8 alqueires para plantar milho e cana. Ele deve decidir
quanto plantar de milho e quanto de cana, em alqueires, de modo que seu rendimento total seja
o maior possivel. Cada alqueire de milho plantado deve resultar em um rendimento liquido de
R$ 20 mil, e cada alqueire de cana devera render R$ 15 mil. No entanto, cada alqueire de milho
requer 20 000 L de dgua para irrigacédo e cada alqueire de cana requer 10 000 L de agua, sendo
que, no periodo correspondente, a quantidade de dgua disponivel para tal fim é 120 000 L.

Considere x e y as quantidades de alqueires plantados de milho e cana, respectivamente.

a.  como se pode representar, em termos de x e y, o rendimento total R a ser recebido
pelo fazendeiro, supondo que venda a totalidade de sua producao?

b. qualarelagdo entre x e y que traduz a exigéncia de que o total de alqueires plantados
ndo pode ser maior que 8? Represente no plano cartesiano os pontos (x; y) que satis-
fazem essa relac3o.

c. qual é arelacdo entre x e y que traduz a exigéncia de que o total de dgua a ser utili-
zado nao pode superar os 120 000L? Represente no plano cartesiano os pontos (x; y)
que satisfazem essa relagdo
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d.  represente no plano cartesiano o conjunto dos pontos que satisfazem, simultanea-
mente, as duas exigéncias expressas nos itens (B) e (C) (lembrando que devemos ter
x20,y=0).

e. determine o conjunto dos pontos (x; y) do plano que correspondem ao rendimento
R, =75 mil, e os que correspondem ao rendimento R, = 120 mil.

f. mostre que, quanto maior o rendimento R, maior a ordenada do ponto em que a reta
que o representa o eixo OY.

g. determine o ponto da regido do item d que corresponde ao rendimento total maximo.

Resolucdo:

a. Cadaalqueire de milho rendera 20.000, logo, se plantar x alqueires, o rendimento sera
20.000x. Cada alqueire de cana renderé 15.000, logo, se plantar y alqueires de cana, o
rendimento sera 15.000y. O rendimento total serd R = 20.000x + 15.0000y.

b. Sendo x a quantidade de alqueires a ser plantados de milho e y a quantidade de al-

queires plantados de cana, a soma x + y ndo pode ultrapassar os 8 alqueires disponi-
veis, ousejax +y<8

Fonte: Elaborada pelos autores.

Como cada alqueire de milho requer 20.000L de agua, x alqueires requererao 20.000x
L, da mesma forma, y alqueires cana utilizardo 10.000y L de &gua. Assim o total de li-
tros de agua utilizados serd 20.000x + 10.000y, e ndo poderéa ultrapassar o limite de
120.000, ou seja, 20.000x + 120.000 < 120.000, isso corresponde aos pontos situados
abaixo da reta ou na reta 20.000 x + 10.000y = 120.000.

Para representar a reta podemos simplificar os coeficientes, obtendo 2x +y = 12

e parax=0,temosy=12;

e paray =0, temosx =56
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Fonte: Elaborada pelos autores

d.  Ospontos do plano que satisfazem simultaneamente as duas restri¢des sdo os pontos
situados abaixo ou na reta x + y =8 e abaixo ou na reta 2x +y = 12. Formam o quadri-
latero ABCD indicado na representacéo a seguir.

Fonte: Elaborada pelos autores

e.  Os pontos (x, y) que correspondem ao rendimento R, = 75 000 reais s&o os pontos da
reta r, de equagdo 75000 = 20 000x + 15 000y, ou seja, simplificando os coeficientes,
4x + 3y =15

Os pontos que correspondem ao rendimento R, =120 000 sdo os pontos da reta r, de equa-

¢do 120 000 = 20 000x + 15 000y, ou seja, simplificando os coeficientes, 24 = 4x + 3y. As duas
retas sdo paralelas e estdo representadas a seguir:
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Fonte: Elaborada pelos autores

r=4x+3y=15 r=4x+3y=24

x=0=y=5 x=0=y=8

y=0:>x=$ y=0=>x=6

Para cada valor fixado do rendimento R, a reta R = 20 000x + 15 000y corta o eixo OU no

ponto em que x =0, ou seja, em que y = . Isso significa que quanto maior o rendi-

R
15000
mento, maior é a ordenada do ponto em que a reta que o representa intercepta o eixo y.
Aqui, vamos identificar o ponto da regido de viabilidade do problema, ou seja, que foi
determinado no item d, no qual o rendimento total R é o maior possivel. O maior valor
possivel para a reta R = 20 000x + 15 000y cortar o eixo y sem sair da regido de viabilidade
corresponde a reta que passa pelo ponto de intersecdo das retas x +y =8e 2x +y = 12.
Calculando tal ponto, obtemos x =4 e y = 4. No ponto (4, 4), portanto, o valor de R é o
maior possivel, respeitadas as condi¢des de x +y <8 e 2x +y < 12. Calculando o valor de
R nesse ponto, obtemos R =20000 - 4 + 15000 - 4, ou seja, R = 140.000 reais.

Fonte: Elaborada pelos autores
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TEMA 3 — CIRCUNFERENCIAS E CONICAS SIGNIFICADOS E
EQUACOES.

CIRCUNFERENCIA:

A propriedade caracteristica da circunferéncia é a de que seus pontos sdo todos equidis-
tantes de um ponto interior chamado centro; a distancia comum de cada um de seus pontos ao
centro é o raio da circunferéncia. Assim, se o centro for a origem do sistema de coordenadas e
P (x; y) um ponto de uma circunferéncia de raio r, a equagdo que relaciona as coordenadas de
um ponto qualquer da circunferéncia é:

Fonte: Elaborada pelos autores

d(P; O) =r
ou seja,\/><2‘|')’2 =,

ou ainda, x2 + y2 = r?

Fonte: Elaborada pelos autores
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Se o centro C for o ponto (x, ; y,), entdo da igualdade caracteristica d(P; C) = r resultara:

ou seja:
(x =%+ (y-y)=r?

ATIVIDADE 1

Sabendo que uma circunferéncia de centro C (y;-y,) e raio r tem equagao (x —x,? + (y —y,)* = %,

considere a circunferéncia de centro (4; 4) e de raio 4.

a.  Represente-a no plano cartesiano a seguir e determine sua equacéo.
Determine a equacdo da reta s que passa pela origem e pelo centro da circunferéncia.

c.  Calcule as coordenadas dos pontos P, e P, de intersecdo da reta s com a circunferén-
cia dada.

d.  Calcule a distancia entre P, e P,

Resolucdo:

a. A equagdo da circunferéncia é (x — 4)? + (y — 4)> = 16, com a seguinte representagdo
grafica:

Fonte: Elaborada pelos autores

b. Dados dois pontos pertencentes a reta s (0,0) e (4,4) é possivel determinar a equacéo
da reta usando a condicédo de alinhamento de trés pontos, em que o determinante da
matriz formada pelas coordenadas dos pontos € igual a zero. Usando os pontos por
onde é sabido que a reta s passa (4,4) centro da circunferéncia; (0,0) origem e (x,y) um
ponto genérico pertencente a essa reta temos:
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dx -4y =0
x-y=0
X=Yy
c. P, eP,sdopontos comuns tanto a circunferéncia quanto a reta s, ou seja, sdo pontos
que satisfazem as duas equacgdes simultaneamente formando um sistema:

x=y
{(x—4)2+(y—4)2:16:
= (x—4Y +(y-4)=16=
=2(y -4 =16=
=2(y* -8y +16)=16=
2y* 16y +32=16=
:>y2—8y+8:0
_—bi\/bz—4ac
N 2a
—(~8)++/(-8)? —4-1-8
- 21
8+/64-32 8+4/32
A S
844162 8+442
22
y,=4+232 y,=4-22
X, =4+2\2 x,=4-22
P =(4+2v2;4+22)
P, =(4-232;4-22)

y

A distancia entre os pontos de interseccdo é igual ao didametro (d) da circunferéncia.

(rigual ao raio da circunferéncia)

Q o a o

2-r
2-4
8

Professor:

Outros exercicios poderiam ser propostos, articulando o reconhecimento da equagao da circunferéncia
e os resultados ja conhecidos sobre retas. Em virtude da limitacdo do espago do Caderno do Aluno,
deixamos tal tarefa para o discernimento e a disponibilidade do professor.



122 CADERNO DO PROFESSOR

CONICAS

As conicas (elipses, hipérboles e parabolas) sdo curvas que podem ser representadas no
plano cartesiano e cuja propriedade obedecida pelos seus pontos pode ser descrita por meio
de uma equacdo de duas variaveis.

Fonte: Elaborada pelos autores

ELIPSE

Uma propriedade fundamental pode ser utilizada para caracterizar uma elipse: qualquer
ponto da elipse é tal que a soma das distancias até esses dois pontos fixados, que sdo os focos,
é constante, como mostra a figura a seguir:

Fonte: Elaborada pelos autores

d(P, F,) + d(P, F,) = constante
A elipse apresenta dois eixos de simetria: 0 semieixo maior costuma ser representado por
a, e o menor por b. Assim, os dois eixos sdo 2a e 2b.

Fonte: Elaborada pelos autores
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Desta forma, podemos dizer que uma elipse é a curva obtida quando reduzimos (ou amplia-
mos) na mesma proporgao todas as cordas perpendiculares a um didmetro dado, cuja equagao
sera representada da seguinte maneira:

2

2
:—2+§=1

Em uma elipse com centro na origem e semieixo maior a no eixo OX, os pontos (0; b) e
(0; —b) distam do centro menos do que a. Os pontos do eixo OX que estdo a uma disténcia a de
(O; b) e (O; =b) tém coordenadas (c; 0) e (—c; 0), sdo particularmente importantes, sendo chamados
focos da elipse. O valor ¢ é chamado de distancia focal da elipse. Por construcédo, a soma das
distancias dos pontos (0; b) e (0; —b) até os focos é igual a 2a. E possivel mostrar que, para todo
ponto P (x; y) do plano, se %zy—zzﬂ entdo a soma das distadncias de P até os focos (c; 0) e (—c; 0)

éigual a 2a. Arazdo £ é chamada excentricidade da elipse, sendo representada pela letra e.
a

Fonte: Elaborada pelos autores

ATIVIDADE 2

De acordo com os fundamentos teéricos apresentados:

a.  Mostre que, entre a, b e ¢, vale a relacdo a? = b% + ¢?;
Mostre que, fixado o valor de a, quanto menor for o valor de b, mais a excentricidade
se aproxima de 1 e a elipse se aproxima de um segmento de reta; e quanto mais pro-
ximo de a for o valor de b, mais a excentricidade se aproxima de zero e a elipse se
aproxima de uma circunferéncia.
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Resolucio:
a.  Observando o tridngulo retangulo formado na figura, de hipotenusa a e catetos b e c,
concluimos que a? = b? + 2

b. Comoc=4/a’—b’ notamos que, sendo fixado o valor de a, quanto maior for o valor de
b, menor seré c, e portanto, menor a excentricidade, e mais a elipse se aproxima de
uma circunferéncia; quanto menor o valor de b, mais proximo de a é o valor de ¢, e
portanto, maior é a excentricidade, que se aproxima do valor 1.

Professor:

E possivel verificar a mudanga de excentricidade acessando o link a sequir:
Faca a leitura do “QR code” a seguir com seu smartphone ou acesse o link :
https://www.geogebra.org/m/uvu8rfwc

ATIVIDADE 3

Considere a elipse representada a seguir de centro na origem e semieixos a = 13 e b = 5.

Fonte: Elaborada pelos autores

Determine.

a. aequacao da elipse;

b.  aexcentricidade da elipse;

c.  osfocos da elipse;

d. o valor de k para que o ponto P (5; k), do primeiro quadrante, pertenca a elipse;
e. asoma das distancias de P aos focos da elipse.

Resolucdo:

a. De acordo com os dados da atividade, temos que: a = 13 e b = 5, temos que:

Entéo, a equacdo da elipse sera dada por:


about:blank
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b. A excentricidade da elipse é dada por:

Sabemos que
a’?=b?+ c? entdo,

c?=a-b’=>c=+a’-b?

c=+132-5% =J169-25 =144 =12

Desta forma, a excentricidade da elipse sera:

Entao:

e= 2 =0,92
13
c.  Osfocos da elipse sdo os pontos de coordenadas (c; 0) e (-c; 0), ou seja, sdo os pontos
(12; 0) e (<12; 0).
d. Para que o ponto (5, k) pertenca a elipse, devemos ter:
52 k?
> K
132 52
625 +169k? 4225
4225 4225

= 625+169k” = 4225 =
= 169k” = 4225625 =
= 169k’ = 3600=

:>k2=@:>k= @:)k:i@
169 \V 169 13

Sendo P do primeiro quadrante, segue que

k=
13

e. Sejaafigura que representa a elipse a seguir:

Fonte: Elaborada pelos autores
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Da figura temos que os triangulos | e Il sdo retangulos, e portanto:

60y
dP_Fw: 72+(E) =

=./49+21,30 =/70,30 = 8,38

| 60y
d%: 172+(E) =

=/289+21,30 =4/310,30 = 17,62

Ent&do, a soma das disténcias de P aos focos da elipse, sera:
D:dﬁerﬁ =8,38+17,62=26

Nota-se que tal resultado é numericamente equivalente a 2 - a = 26.

Professor:
Aqui seria interessante apresentar muitos exercicios de identificacdo dos dois semieixos de elipses
. X’y ~ .
dadas por equagbes na forma —-+ 2 =1, com a correspondente representagéo no plano cartesiano,
a> b’

bem como exercicios de escrita das equages das elipses ja representadas no plano, com o centro na
origem do sistema e com os valores dos semieixos indicados sobre os eixos coordenados.

HIPERBOLE

Quando representamos graficamente pares (x; y) de grandezas que sdo inversamente pro-
porcionais, isto €, cujo produto x + y é constante e ndo nulo, a curva obtida é uma hipérbole.

Fonte: Elaborada pelos autores
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Eixos perpendiculares/sistema ortogonal
XY= XY, =Xy, =k =0
A hipérbole é obtida quando selecionamos um cone circular reto junto ao plano que

forma com o plano da base, um angulo maior do que aquele formado por uma geratriz do
cone com a base.

Para escrever a equagdo da hipérbole, podemos partir da representacdo de grandezas
inversamente proporcionais. No caso de um sistema XQY, em que os eixos cartesianos sdo orto-
gonais, a hipérbole é chamada equildtera e os dois ramos da curva se aproximam indefinida-
mente dos eixos coordenados sdo chamados, nesse caso, de assintotas da hipérbole.

Por exemplo, as curvas formadas pelos pontos cujas coordenadas satisfazem as relagdes a
seguir sdo hipérboles, tendo como assintotas os eixos coordenados:

Fonte: Elaborada pelos autores.

Fonte: Elaborada pelos autores

ATIVIDADE 1

A equacao 4x% — 9y? = 36 pode ser considerada uma hipérbole. Fatore o primeiro membro
e obtenha X e Y tal que X - Y = 36. Em seguida, determine as assintotas e faga uma representa-
céo gréfica da hipérbole, obtendo (2x — 3y) - (2x + 3y) = 36, ou seja, X - Y = 36.



128 CADERNO DO PROFESSOR

Fonte: Elaborada pelos autores

ATIVIDADE 2

A eguacdo de uma hipérbole representada no plano cartesiano, com centro na origem, é do
tipo J E , em que a é a soma do vértice da hipérbole, nas condi¢es representadas na figura
seguinte:

Fonte: Elaborada pelos autores

a.  Sabendo isso, determine a equacgao da hipérbole que passa pelo ponto (3; 0) e tem

como assintotas as retas y = 3 ey=__"X
3
Resolucéo:
¢ {a =3e-3

Dadas as assintotas da hipérbole, constamos que: bede_4
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Entdo, a equacdo da hipérbole serd dada por:

2 2

x Y

=1
9 16

b.  Faca a representagdo gréfica da hipérbole e de suas assintotas.

Fonte: Elaborada pelos autores

Professor:

Neste momento, seria interessante apresentar diversos exercicios de representacdo no plano cartesiano
de hipérboles dadas por equagées na forma apresentada anteriormente, sempre destacando as
assintotas, que podem ser obtidas pela simples fatoragado da diferenca de quadrados, caracteristica da
equacdo da hipérbole nessa forma

PARABOLA

Em geral, quando representamos graficamente pares (x; y) de grandezas tais que y ¢ dire-
tamente proporcional ao quadrado de x (y = kx?, k constante e k#0), a curva correspondente no
plano cartesiano é uma parabola.

Fonte: Elaborada pelos autores
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Quando seccionamos um cone circular reto por um plano que forma com a base um
angulo exatamente igual ao que uma geratriz do cone forma com a base, obtemos também
uma parabola

Fonte: Elaborada pelos autores

A parabola tem certas propriedades caracteristicas que podem ser utilizadas para defini-la.
Uma delas ¢ a existéncia de um ponto F, fixado, e de uma reta r, fixada, tais que a distancia de cada
ponto P da parabola até F é igual a distancia de P até r. F é o foco da parabola e r é sua diretriz.

Fonte: Elaborada pelos autores

ATIVIDADE 1

Determine o foco e a diretriz das pardbolas que podem ser representadas no plano carte-
siano por equacdes do tipo:
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a) y=kx?

a) y=ky’

b) y=kx*=h
Resolucdo:

Consideremos a parabola .

Se o foco for o ponto F(0, ¢), entdo a diretriz r seré a retay = —c, pois o ponto (0, 0) pertence
a paradbola e a distéancia dele ao foco deve ser a mesma que a distancia dele a diretriz.

Sendo P(x, y) um ponto qualquer da parébola, a distancia de P ao foco deve ser igual a
distancia de P ao foco deve ser igual a distancia até a diretriz, ou seja:

dP,F)=/x* +(y—c)’ =y+c=dP,r)

Logo, x2 + (y - ¢ = (y + ¢)?
Substituindo y por e efetuando os célculos, obtemos;

X2 + (kx2 - c)2 =(kx+c)?
X2+ k2 x* 4+ c? = 2kx’c = k2x* + ¢ + 2kex?
x’(1-4kec)=0

Sendo assim, concluimos que, para a igualdade valer para todo x, devemos ter:

1

Tk

1
Logo, o foco é o ponto (0@) ,eadiretrizéaretay = - e

Fonte: Elaborada pelos autores

. , , 1 N 1
Da mesma maneira, se a parabola fosse x = ky?, teriamos: foco (@; 0) e diretrizx = - s
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Para uma pardbola de equacéo y = kx? + h, o foco e a diretriz seriam transladados na dire-
cdo do eixo Ou de um valor h, ou seja teriamos:

F O;h+i er: y:h—i
4k 4k

Fonte: Elaborada pelos autores.
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32 SERIE — ENSINO MEDIO
2° BIMESTRE

1. ORGANIZACAO DAS GRADES CURRICULARES

Apresentamos a seguir uma grade curricular para a transicdo do material de apoio do
Curriculo do Estado de Sao Paulo, contendo os temas, a descricdo das habilidades do Curriculo
Oficial de Matematica, vigente e sua respectiva relagdo com algumas das Competéncias Gerais
da Educacdo Baésica, da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), além de algumas orientagdes
pedagdgicas, para cada série que compde o Ensino Médio.

A lista dos conteldos curriculares e habilidades, em Matemética, ndo é rigida e inflexivel.
O que se pretende é a articulagdo entre os temas (algebra, geometria, grandezas e medidas,
numeros e probabilidade e estatistica), tendo em vista os principios que fundamentam o Curriculo
Oficial: a busca de uma formacéo voltada para as competéncias pessoais, a abordagem dos
conteudos que valorize a cultura e o mundo do trabalho, a caracterizagdo da escola como uma
organizagdo viva, que busca o ensino, mas que também aprende com as circunstancias.

Enfim, ao fixar os conteldos disciplinares/objetos de conhecimento, é preciso ter em
mente que a expectativa de todo o ensino é que a aprendizagem efetivamente ocorra. As disci-
plinas curriculares ndo sdo um fim em si mesmas, o que se espera dos conteddos é que eles
realmente possam ser mobilizados, tendo em vista o desenvolvimento de competéncias pesso-
ais, tais como a capacidade de expressao, de compreensdo, de argumentagao etc.

Desta forma, os quadros apresentados destacam as habilidades a serem desenvolvidas
pelos estudantes em cada unidade. Tais habilidades traduzem, de modo operacional, as acdes
que os alunos devem ser capazes de realizar, ao final de um determinado estégio de aprendiza-
gem, apds serem apresentados aos contetdos curriculares listados.



134 CADERNO DO PROFESSOR

1.1. GRADE CURRICULAR DA 3? SERIE DO ENSINO MEDIO.
Curriculo Oficial - BNCC - SP Curriculo Paulista - E.M.

Tema/Conteudo Habilidades Competéncia Geral

e Compreender a histéria das
equacdes, com o deslocamento

3 ) 2. Exercitar a curiosidade
das atencdes das formulas para

intelectual e recorrer

NuUmeros as analises qualitativas 3 abordagem oréoria
e Equacgdes algébricas e e Conhecer as relacdes entre os das ciéncgi;as ier)cluFi)ndo 5
numeros complexos. coeficientes e as raizes de uma investigagéo’ 2 reflexio. a
N ! L - o , ,
* Equacdes polinomiais; equagdo algébrica; analise critica, a imaginacio e
e NuUmeros complexos: e Saber reduzir a ordem de oo ! ; .
- - - : a criatividade, para investigar
operacdes e representacao uma equacio a partir do
= ) . causas, elaborar e testar
geométrica; conhecimento de uma raiz; hindteses. formular e resolver
* Teorema sobre as raizes de | ¢  Saber expressar o significado dos chj)blema’s o criar solucdes
uma equacdo polinomial; numeros complexos por meio do Ei)nclusive tecrold icas? com
* Relac¢des de Girard. plano de Argand-Gauss; 9

base nos conhecimentos das

e Saber expressar o significado dos diferentes 4reas

numeros complexos por meio do
plano de Argand-Gauss;

1.1.1 ESTUDO FUNCIONAL DE EQUACOES POLINOMIAIS E O CONJUNTO DOS
NUMEROS COMPLEXOS.

De forma geral, as equacdes polinomiais sdo instrumentos fundamentais para a represen-
tacdo das relagdes de interdependéncia entre grandezas, conforme foram desenvolvidos durante
a aprendizagem dos alunos no aprendizado da Matematica em sua trajetéria de estudos.

Nos anos finais do Ensino Fundamental, ja foram apresentados aos alunos diversos proble-
mas, em diferentes contextos, cuja solugdo conduz a equagdes do primeiro e do segundo graus.
O aluno j4 esté acostumado a resolver equacdes de 1° grau (ax + b =0, com a = 0) e de 2° grau
(ax? + bx + ¢ =0, com a = 0). Trata-se agora de enfrentar equagdes correspondentes a situa¢des
um pouco mais enredadas, que conduzem a equagdes de 3°, 4° e 5° graus.

A histéria da busca de solu¢des para tais equacgdes, chamadas equagdes algébricas, é
muito instrutiva, pois, com base nela, compreendemos mais facilmente as sucessivas ampliacdes
nos conjuntos numéricos, dos numeros naturais até os niumeros complexos, que viabilizam a
atribuicado de significado a raiz quadrada de um ndmero negativo. Aprendemos também com a
histéria que, com as equagdes de 3° grau, a busca por uma férmula envolvendo radicais que nos
forneca as raizes, do mesmo tipo da que nos dé as solugdes de uma equagdo de 2° grau

-b+./b2-4ac ~ . ~ 2
x=—>"""" ndo costuma ser o melhor caminho para resolver as equacdes de graus 3 e 4, e é

2a
um caminho impossivel de ser trilhado para equac¢des de grau maior ou igual a 5.

O caminho mais conveniente, nesses casos, € uma anélise qualitativa da pergunta que cada
equacao representa, extraindo da prépria pergunta informacdes relevantes sobre s raizes.

Portanto, € muito importante sempre, e é decisivo em muitos casos, pensar efetivamente
em uma equagdo como se pensa em uma pergunta, aprendendo a examina-la criticamente para
se chegar a sua resposta. Mais do que mera intencdo de ensinar técnicas de solugdo, nosso
objetivo aqui é a plena compreensdo desse fato.
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Em relacdo aos nimeros complexos, a énfase ndo serad posta nos céalculos algébricos, mas
sim no significado de tais nimeros responsavel por uma notavel expansdo dos conjuntos numé-
ricos ja conhecidos. As possibilidades de representagdo geométrica de um nimero complexo z
no plano de Argand-Gauss, que tem como imagem um ponto no plano, como um par (x; y) de
nUmeros reais, ou pode ser escrito na forma z = x + yi.

Assim, como a reta foi necessaria e suficiente para se incluir todos os niumeros reais,
racionais e irracionais, desta forma, com a inclusdo de nimeros que possam ser raizes qua-
dradas de nUimeros negativos, serd necessario (e suficiente) todo o plano cartesiano, que
servird de inspiragdo para a construgao do plano complexo, suporte para a representacdo de
todos os nimeros complexos. A unidade imaginaria i, que representa o novo nimero cujo
quadrado € igual a -1, serve de padréo para a representacdo no eixo vertical de nimeros
como 2i, 6i, —4i etc.

TEMA 1 - INTRODUGCAO AO CONJUNTO DOS NUMEROS
COMPLEXOS

Os estudos sobre complexos avancou gragas a grande contribuicdo do matematico italiano
Girolamo Cardano (1501-1576), antes deles os matematicos julgavam ndo ser possivel extrair a
raiz quadrada de um ndmero negativo. Posteriormente Friedrich Gauss (1777-1855) foi o respon-
savel pela sua formalizagdo. Com maior cardinalidade por conter todos os demais conjuntos e
possuir uma representacdo geométrica, sendo necessario compreender os processos das ope-
ragdes (aritméticas, trigonométricas, algébricas) envolvendo os elementos dos nimeros comple-
x0s. A expressdo i = — 1 aparece na definicdo de nimeros complexos, assunto que gera muita
duvida, por isso é importante compreender o motivo de tal igualdade.

A seguir, partindo da defini¢cdes estabelecidas abaixo temos:

1. Admitimos como niimero complexo o ordenado (x, y) no plano de Argand Gauss.
2. Os nimeros complexos (x,, y,) e (x,, y,) sdo iguais se, e somente se x, = x, ey, =Yy,

3. Aadicao e a multiplicacdo de nimeros complexos sdo definidas por:

(X, y) + (X, y,) =X +x,y, +Y,)
Os numeros complexos (x, y) se comportam como nUmeros reais para adi¢do e produto,
assim podemos estabelecer a seguinte relacdo: (x, 0) = x

Usaremos o simbolo i para representar o nimero complexo (0, 1), podendo escrever qual-
quer numero complexo (x, y) da maneira a sequir:

(X, y)=(x,0)+(0,1) - (y, 0) =x + iy
Assim como (x, 0) é igual a x, (-1, 0) é igual -1.
(=1,0=-1
iZ=(-1,0

i2=-1
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UM PROBLEMA INTERESSANTE...

Um marceneiro quer construir duas caixas, uma com a forma de um cubo de aresta x, outra
com a forma de um paralelepipedo com a base retangular, de lados 3 dm e 5 dm, e de altura
igual a altura do cubo. O valor de x deve ser escolhido de tal forma que o volume do cubo seja
4 dm?3 maior que o do paralelepipedo.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Escrevendo uma equacgdo que traduz a exigéncia a ser satisfeita pelo valor de x no pro-
blema acima, podemos pensar:

* O volume do cubo de aresta x é igual a x3;

O volume do paralelepipedo de base 15 dm? e aresta x é igual a 15 x;

O volume do cubo ser 4 dm?® maior do que o do paralelepipedo;
e Aequacgdo x’=15x + 4, ou seja, x* - 15x -4 = 0.

Agora que temos a equacgdo que representa a situacdo descrita no problema, precisamos
achar um jeito de resolvé-la e uma das maneiras muito curiosa, mas ndo muito usual seria recor-
rer a histéria da matemética e a origem dos Ndmeros Complexos.

Para saber mais sobre os conceitos sobre os nimeros complexos, consulte o site:

https://sites.google.com/site/matematicacomplexa/iniciodoprojeto/origem-dos-numeros-complexos.,
Acesso em 22/04/2019

Em uma das passagens da Histéria da Matematica ocorre um fato muito curioso, entre
Niccolo Fontana, conhecido como Tartaglia e Girolano Cardano.

n

...chega aos ouvidos de Girolamo Cardano que Tartaglia sabia resolver tal tipo de
equagdo. Cardano implorou a “férmula” para resolver estas equagdes. Tartaglia recusou e
acabou sendo acusado de mesquinho e egoista. Com a insisténcia de Cardano e jurando
que néo divulgaria o resultado, Tartaglia revelou a solugdo. Porém, Cardano nao cumpriu
com sua palavra, e em 1545 fez a publicagao no livro Ars Magna com o seguinte problema:
“Determinar dois nimeros cuja soma seja 10 e o produto seja 40", e o resolve através dos
radicais de maneira similar as equagdes de 2° grau. Ele somente fez uma mengdo de
Tartaglia na sua obra e até hoje a formula é conhecida como “Férmula de Cardano”. Esta
descoberta foi tdo inusitada que ficou conhecida como o inicio da matemética moderna'”

A Férmula de “ Cardano -Tartaglia” para determinar as raizes da equagdo do 3° grau do
tipo , ficou da seguinte forma:


https://sites.google.com/site/matematicacomplexa/iniciodoprojeto/origem-dos-numeros-complexos
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N, /N_2+M3+§/_ﬂ_ N M
Y=\"2"\ 1 " 2 N2 "7

Caso tenha interesse em saber como é possivel chegar na férmula, a mesma se encontra
no caderno do Professor, volume 1, da 3° série do Ensino Médio.

X =324+ J-1211 Y2121

E agora, com fica a solugdo? Pela férmula, parece ndo existir raiz da equagdo, uma vez que
deparamos, nos célculos, com a raiz quadrada de um nimero negativo, porém quando verifica-
mos o valor 4 para x, temos:

e O volume do cubo de aresta 4 dm, é igual a 43 = 64 dm3;

e O volume do paralelepipedo de base 15 dm? e aresta 4 dm é igual a 60 ;

e O volume do cubo ser 4 maior do que o do paralelepipedo;

e Aequagdox®=15x+4, ousejax’*-15x-4=0<4%-15-(4) -4 = 0" (verdadeiro).

Observe que podemos escrever 121 = 121 - (-1) e raiz quadrada de 121 é 11, s¢ falta saber
a raiz quadrada de -1. Como -1 ndo tem raiz real, vamos considerar que sua raiz € um nimero
imaginario e o representaremos por i, Assim, i € um nimero tal que i = -

Podemos agora escrever: v—121= <121 N=T =11
Substituindo /=121 por 11i na expressao

o 3
X =324+ 2121432121 (piemos

X=3P+1i+L2-1

Usando o fato de que a raiz clbica de um ndmero é outro nimero que, elevado ao cubo,
reproduz o primeiro, mostre que 2 + i é uma raiz cUbica de 2 + 11i. Ou seja, mostre que (2 + i)*=
2+ 11i

De fato, temos:
+)P=22+3-22-1+3-2-1?+
+i)P=8+12-i+6-1?+i%-i
Como i? = -1,entdo::
+)P=8+12i+6- 1)+ (1) -i
Ouseja, 2+ )P =2+ 11i

Substituindo os valores das raizes clbicas encontradas, temos:
X =32+11i+2—11, ou seja,
x=2+i+2-i=4
Assim, reconciliamos a féormula com o fato de que a equagdo tinha x = 4 como uma de
suas raizes
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PENSANDO NAS EQUACOES DO 2° GRAU.

Normalmente quando resolvemos uma equacéo do 2° grau completa, usamos a “Férmula
de Bhaskara”, onde inevitavelmente nos deparamos com a extra¢édo de raiz quadrada, o que ndo
é muito complicado para chegar ao resultado. O problema surge quando essa raiz é de um
numero negativo e entdo, temos que recorrer a outros “métodos” para resolver a questao.

Veja o exemplo abaixo:

x?—6x+10=0
e —b4+/b*—4ac
2a

_ —(—6) (-6 —4-110

21
_ 6++/36—40 _ 64

2 2

Note que:

Jea=Ja=J=14a
Sabendo-se que:

-1=1i

Entao,
NG =P E=i-2
A solucdo foi representar a raiz quadrada de —1 como um nimero imaginario “i”, e final-

mente a resposta para a equacao é:

X_éi\/—4_6j:2i
22

=x'=3+jiex"=3—i|

ATIVIDADE 1

Considerando os nimeros complexos como recurso para dar sentido ao célculo de equa-
coes algébricas, composto por parte real x e parte imaginéria yi, sendo i = v—1, encontre os
valores das raizes a seguir:
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b. (AD)=13

. (AG)=V34

d. (DE)=+5
ATIVIDADE 2

Vamos supor que possamos continuar a operar com os nimeros complexos como se opera
com os numeros reais, respeitando-se apenas a novidade que decorre do fato de termos i = -1.
Determine as solugdes para as situacdes a seguir:

17

a i
b. P+i®
c. i+
d. (=1+i0)3
Resolucdo:
a. 20202
= (1) D) ) i
=+1N-(-1)-i=
=+1N-(-1)-i=
b. =22 i=N)-D)-i=+1i=i
=22 P==D-D-=D-=N=1
P+it=i+1
c. === =4+1
=222 0=
=1 -GN E1) )
=(+1)-i=i

=2 P==N-=1).N==-1
P+ —=+1+i=(=1)=2+
d 1+iP=
1P +3- =12 i +3-1-2+i¥=
=-1+3i-3°+=-1+3i-3+ (i) =
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=-1+3I-3N+(-1)i)=
=-1+3+3i-i=2+2i

ATIVIDADE 3

Efetue as operagdes a seguir, supondo que sao vélidas as propriedades das opera¢des com
numeros reais para os nimeros formados por uma parte real e uma parte imaginaria:

a (5-3i) + (-3 + 4i)
b.  (7i-5 - (-2 + 8i)
c.  (2i-4)-(3+6i)

c. (B8+10)-8-i)
Resolucdo:

a. (B-=-3)+E3+4)
5-3i—-3+4i=5-3-3i+4i=2+i

b. (7i-5) -(-2-8i)
7i-5+2+8i=-5+2+8 +7i=-3 + 15i

c. (2i—-4)- @3+ 6)
61+ 1212=12-24i =12i?-18i =12 =
12-(=1)-18i—-12 =-24 - 18i

d B8+i)- 8-
(64 —i?) =64 - (1) =65

PLANO DE ARGAND - GAUSS

A representacdo geométrica de um nimero complexo foi associada aos estudos dos mate-
maticos Wessel, Argand e Gauss, os nimeros a e b do nimero complexo a + bi (sendo "a"” parte
real e "b” parte imaginéria) sdo associados a coordenadas de um ponto no plano, criando assim

uma representacdo geométrica para o complexo.

Fonte: Elaborada pelos autores
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ATIVIDADE 4

Dados os complexos a seguir, represente-os no plano complexo.

a.Z,=3+3i b.Z,=-3+3i

cZ,=3-3i d.7,=-3-3i

Fonte: Elaborada pelos autores

ATIVIDADE 5

Observe os nimeros complexos a + b, representados no plano de Argand — Gauss e deter-
mine, para cada um, a medida do dngulo © e do segmento que une o ponto (a; b) a origem do
sistema.
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Fonte: Elaborada pelos autores

Resolucdo:

a. z="T+i
p’=a’+ b’
p2: 2y

p’=1+1
p=+2

0 = Arg(z)
cateto oposto

~ catetoadjacente

1
tgl= - =1
S
Assim sendo, @ =45° = %rad
b.

z=-3+3i

pz —24p?

pz _ (_3)2+32

=949

P =\/§=\/ﬁ:>p:3\/§

0 =Arg(z)

19O cateto oposto

cateto adjacente

tg®=T=—1

Assim sendo, ® = 135° = %rad

CADERNO DO PROFESSOR
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O ponto “P” e aimagem geométrica ou afixo do nimero complexo (a + bi)

Fonte: Elaborada pelos autores

Na imagem acima foi evidenciada a distancia de P até origem O representada pela letra
grega p (Rho). Esse segmento p representa o médulo do nimero complexo (a + bi) e pode ser
encontrado usando o Teorema de Pitdgoras, em que a e b representam os catetos do triangulo
e p a hipotenusa. O angulo formado entre o Eixo Real e o seguimento p, aqui representado pela
letra grega ©(theta) é o argumento do ndmero complexo (a + bi). Determinado o triangulo
retdngulo aOP podemos fazer uso das razdes trigonométricas estudadas nos anos anteriores,
mais especificamente sen © e cos © e tg ©.

sen«9:9;cosezi;’ca«9:i
P P b

Possibilitando a representacao trigonométrica ou polar do complexo (a + bi), temos:

p-(cos® +i-senO)

ATIVIDADE 6

Determine o argumento do nimero complexo z = -3 —4i.

S) tg ©
50° 1,1918
51° 1,2349
52° 1,2799
53° 1,3333
54° 1,3764
55° 1,4281
56° 1,4826

Fonte: Elaborada pelos autores
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Resolucdo

Fonte: Elaborada pelos autores

Para determinar o argumefnto do nimero complexo z = -3 —4i, precisamos calcular o valor
de, assim como a=-3eb =-4, teremos:

|z |= V(=37 +(-4) =J9+16 =25 =5

Segue que:

sen®=£=_—4

|2 5

ser;@—i—_—3

2l 5

-4

sen® ?

tg® = =—

9 cos® ;3

5
43 A 3333,

5 -3 -3

Portanto, o argumento 6(, serd o arco cuja tangente é 1,3333, que é aproximadamente a
53,13°.

ATIVIDADE 7

Represente no plano complexo os nimeros a seguir e, em seguida, escreva-os na forma
trigonométrica:

Z,=1+3i
Z,=-1+3i
Z,=-3+3i
Z,=3-3i

Q 0 T o
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Resolucio:

a. z1=1+\/§

Fonte: Elaborada pelos autores

b. 22=—1+\/§

Fonte: Elaborada pelos autores

|z1|=\v12+ﬁ2\=w1+3|=|JZ|=2

sen® = —
2
1
sen® = —
2
V3
tg@):i:ﬁ'z:ﬁ:@:w
1 2 1
2
ou®=£ rad
3

T . T
Sz = 2-(cos§ + |sen§]
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c. Z3:—\/§+3i

Fonte: Elaborada pelos autores

2l =i+ (37
=|Va|=2

= V1+3]

sen® =

cos® = ——

I\)—\N|$‘

17 9

tg® = 2 3 z =
1 1
J3 (3° quadrande)= 0©=60°

ou@zz—ﬂ rad

[ 2 . 271]
z,=2- cos?ﬂsen?

sl = i3 + |-
1\3+9 HV12]= 32

sen® = i 1 Q

2 2 2
-3
cos® =——
32

CADERNO DO PROFESSOR
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3 343 NE]
- = === _ _J3(2 gquadrante) = ® =60
=2—7Trad
3

SZy = 3\/5-(c052—7[ + isenz—ﬂj
3 3
d. z,=/3-i

Fonte: Elaborada pelos autores

2| = N3P + | VBT VA -2
sen@zﬁ
2
1
sen® = —
2
V3 5
2 3 2
tgf=—4-="". 2=
FETIT
2

—\E(4° quadrante):>®=60° =5?ﬂ rad

( 5z 57r]
Sz, =2 cos?ﬂsen?

TEMA 2 - DAS FORMULAS A ANALISE QUANTITATIVA -
COEFICIENTES E RAIZES

Uma equacéo de 1° grau com uma raiz igual a p pode ser assim escrita:
x—p=0.
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Uma equagdo de 2° grau com uma raiz igual a p e outra raiz igual a m pode ser assim
escrita:

x-p).x-m)=0

Escrita dessa maneira, dizemos que a equacéo estd em sua forma fatorada. Aplicando a
propriedade distributiva nessa expressdo, obtemos:

Exemplos praticos

Considere a equacao do 2° grau, x2- 5 x + 6 = 0. Nao é dificil verificar que os valores 2 e 3
sdo raizes da equacdo, pois satisfazem a “igualdade”

22-5-2+6=0=10-10=0
¥-5-3+6=0=>15-15=0
As raizes 2 e 3 quando somadas dao resposta 5 e quando multiplicadas, ddo resposta 6.
De forma reduzida podemos escrever:

x2-Sx+P=0
Agora é com vocé.

Na equacdo x? — 7x + 12 = 0, quais seriam as raizes?
Resolucdo:

4+3e4-3

Formalizando:

Uma forma genérica de se escrever uma equacao do 2° grau € ax? + bx + ¢ =0. Comparando
a forma generalizada com a equacéo x? — 5x + 6 = 0, podemos estabelecer uma relagdo de cor-
respondéncia, como a seguinte:

a=1b=-51c=6
E pensando na soma e produto das raizes, temos que:
Atencio:
e Quando o valor do coeficiente a for diferente de 1 uma opcéo para a resolucdo do pro-
blema é dividir toda equagao por a, obtendo assima = 1;
e O coeficiente ¢ é o produto das raizes, quando a = 1, entdo, as raizes s&o divisores de ¢;

e 6 tem como divisores inteiros (-1, 1, =2, 2, =3, 3, -6, 6), de fato, de todos os divisores de
6, temos 2 e 3 que s3o raizes da equagao.

ATIVIDADE 1

Encontre ao menos uma raiz das seguintes equagdes de 3° grau:

a. xX+x-10=0
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b. x*-5x+6x=0

c. 8+x3=0

d o 23+4x-2x-4=0

Formas fatoradas de equacdes polinomiais de grau 2, 3 e 4

Resolucdo:

a. x*+x-10=0

Pode-se constatar que a equagdo acima possui, apenas uma raiz, conforme segue:
Para x = 2,

temos: 22 +2-10=8+2-10=0

b. x*-5x+6x=0

Agrupando os termos semelhantes, temos: x* + x = 0, desta forma a Unica raiz serd x = 0

c. 8+x*=0
a Unica raiz da equacdo serd x = =2, pois:
x=-8=x=3-8==2

d 2¢+4x-2x-4=0

Agrupando os termos semelhantes, temos: 2x* + 2x — 4, e pode-se verificar que a soma dos
coeficientes é igual a 0, entdo concluimos que x = 1 é a raiz da equacgdo, pois: 2- 1°+2-1-4 =
2+2-4=0.

Formas fatoradas de equacdes polinomiais de grau 2, 3 e 4.

Vocé sabia que quando conhecemos as raizes de uma dada equagéo polinomial, podemos
escrevé-la na forma fatorada?

Sim, no caso de uma equacao polinomial de grau 2, ax? + bx + ¢ =0, deraizesr, er,, sabemos
que, apos a divisdo de todos os coeficientes por a, ela pode ser escrita na forma x? +9x+5 =0, que
. . . . a a
podemos imaginar fatorada e escrita na forma (x — r)- (x-r,)=0, ouseja:

¢ X*—(r,+r)x+r r,=0, ouseja:

* x*-Sx+S5,=0,0ondeS, =r, +r,=- b éasomadasraizeses,=r r,= < é o produ-
to das raizes. @ a

No caso de uma equacao de 3° grau, temos ax® + bx? cx + d = 0. Mesmo sem conhecer

formulas para as solugdes, se a equagéo tiver como raizesr,, r, e r,, procedendo de maneira ana-

loga ao que fizemos para a equacéo polinomial de grau 2, apds a divisdo por a de todos os seus

coeficientes, ela pode ser escrita na forma 3 1 2,2 +EX+_ — (0, que poderiamos imaginar na

forma fatorada e escrita como: a a a
x=r) - (x=r) - (x-r)=0
Efetuando as multiplicacées indicadas e ordenando, os resultados, obtemos a forma
equivalente:
3 _ .2 . .
XB—(r +r,+r) X2+t ot

r)X—r o

1T

2
x3—S1x2+82x—S3=0

3
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onde:
S

1

S,=r,r,+r r,+r, r,éasoma dos produtos das raizes tomadas duas a duas

r, +r, &€ a soma das raizes,

eS,=r, -r, r,éasoma dos produtos das raizes tomadas trés a trés, ou seja, é o produto
das raizes.

Por exemplo, se uma equacgao polinomial de grau 3, tiver como raizes 2, 3 e 5, entdo ela
podera ser escrita na forma:
x=2)-(x=-3)-(x=5=0
e ao efetuarmos as multiplicagdes, obtemos:
x3—10x? + 31x - 30 = 0;
podemos notar que S, =2+ 3+ 5 =10,
S,=2-3+2-5+3-5=3I

$,=2-3:5=30
ou seja, a equacao pode ser escrita na forma:
x*=Sx-5,=0

Se procedermos analogamente no caso de uma equacgdo de 4° grau: ax* +bx® +cx? + dx +
e=0",deraizesr, r, r,er, chegaremos a forma equivalente:

x=Sx¥*+Sx?-Sx+5,=0
onde:
S;=rtr+r+r,
S,=rr,trr+rr+rrrnr+rrn,
S,=rrrtrrr +rrr,+rrr,
S,=rrnr,

Tal relagdo pode ser generalizada para uma equacdo algébrica de grau n. E importante
notar a alternancia nos sinais das somas S: as somas das raizes tomadas de 1em 1, de 3em 3, de
5em 5, aparecem como coeficientes na equagdo com o sinal trocado; as somas de 2 em 2, de 4
em4,de 6 em 6, ... aparecem como coeficientes com o proprio sinal

Essas relacbes entre as raizes e sua forma fatorada sdo conhecidas como as Relacbes de Girard.

AATIVIDADE 2

Levando em consideragdo os apontamentos anteriormente descritos, e considerando o
quadro de soma e produto das raizes, para equagdes polinomiais de graus maiores que 2,
responda:

a.  Escreva na forma fatorada uma equagao de 3° grau com raizes m, p e k.

b.  Escreva na forma fatorada de uma equacéo de 3° grau com raizes 2, 3 e 4.
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c.  Desenvolva a equacdo do item anterior, aplicando a propriedade distributiva, e iden-
tifiqgue a soma e o produto das raizes na equacéo final.

d. Como foi descrito anteriormente uma eguagéo polinomial de grau 3, pode ser escrita
. : c - .
da seguinte maneira: x* + = x>+ = x + = = 0. Retome a equacéo do item c e respon-
, a
da quanto é, nessa equag3o: a a
b

- ?
P

=)

v [|Q o0
-~

Resolucao;

a. (x-m)-(x-p)-(x-k =0
x=2)-(x=3)-("x=4)=0

c. X-Q2+3+4H)x*+(2-3+2-4+3-4x-2-3-4=0

2 - 92 4+ 26x - 24
—— ——
Soma das raizes Produto das raizes

b 7. Y e ~ " N n
d.  =:éigual a soma das raizes da equacdo com "sinal trocado".

a

C s . Y e ~ n N n

—: éigual a soma das raizes da equacado com "sinal trocado".

a

d 7 s n N n

—: éigual ao produto das raizes com o "sinal trocado".

a

Ja vimos que uma equacdo polinomial de grau 3: ax® + bx? + cx + d = 0 pode ser escrita

da forma:
x3+9x2+gx+920
a a a

E também que, se essa equagao tiver como raizes, ela pode ser fatorada e escrita na forma:
x=r) - (x=r) - (x-r)=0
Efetuando as multiplicagdes indicadas e ordenando os resultados, obtemos a forma

equivalente:

x> = (r 41, +13)X2 +(rr, + 10 46,0 )x — () =0
S$1 Sy P
ondes, =r +r,+r,éasomadasraizes,s,=r, -r,+r r,+r, r,éasomados produtos das
raizes tomadas duas a duase P =r, - r, - r, é a soma dos produtos das raizes tomadas trés a trés,
ou seja, € o produto das raizes.
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Se uma equagéo polinomial de grau 3 tem como raizes -2, 3 e 4, calcule S, S, e P.

a.  Escreva a equacéo na forma fatorada.

b.  Aplicando a propriedade distributiva e eliminando os parénteses na equagdo do item
anterior, qual seré a forma final da equacgao obtida?

Resolucdo:

a. S,=r+r+r,=-2+3+4=5
S,=rr+r -t r,=(-2)-3+(-2)-4+3-4=-6-8+12=-2
P=r-r,-r,=-2-3-4=-24

b. x+2) - -x-3)-x-4=0

c. X=5x2-2x+24=0

ATIVIDADE 4

Uma equacdo polinomial de grau 3 tem como raizes 2, 3 e 5. Escreva essa equagdo na
forma ax® + bx? + cx + d.

Resolucdo:
S;=r+r,+r,=2+3+5=10
Bl P S e P
=2-3+2-5+3-5=
=6+ 10+ 15 =31
P=r-r,,r,=2-3-5=30
Equacdo: x> — 10x? + 31x — 30 =0
ATIVIDADE 5

Escreva na forma fatorada uma equacao algébrica de grau 4 cujas raizes s3o:

a. 2,3, 4eb5;
b. =2,3,4e-5
c. 1,0 3e7.
Resolucdo:

a. (x=2)-x=-3)-x=4)-x=5=0
b. x+2)-x-3)-(x-4)-x+5 =0
C. x=1) x-x=3)-x=7)=0

ATIVIDADE 6

Escreva todas as equagdes da Atividade 5, na forma: ax* + bx® + cx? + dx + e = 0. Para isso
faca as multiplicacées que forem indicadas.
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Resolucio:

Da equacdo: ax* + bx3 + cx? + dx + e = 0, vamos dividir todos os coeficientes por a, entdo
temos:

b c d e
X+ + =X+ =x+—=0
a a a a
onde:
=—(rp+r,+r,+r)
TN S N N N R O PR SR

v|o vl oo vlo

Aplicando aos itens da atividade anterior, teremos:

a. Calculando as somas das raizes tomadas 1a1,2a2,3a3e4 a4, temos
S, =—-(2+3+4+5=-14
S,=(2-3+2:4+2-5+3:4+3:5+4-5=(6+8+10+12+ 15+ 20) =71
$,=-(2-3-4+2-3:5+2-4-5+3-4 -5)=-(24+30 + 40 +60) = -154
S,=2-3-4-5=120

A equacdo cujas raizes sdo: 2, 3, 4 e 5 serd dada por: x* — 14x3 + 71x> —= 154x + 120 = 0
b. Damesma maneira, temos:

S,;=-(2+3+4-5=0
S,=(2)-3+(2) -4+ (-2 (-5+3-4+3-(-5+4-(-5H)=

=(=6) + (-8) + 10 + 12 + (-15) + (-20) = -27
S,=~(-2)-3-4+(-2)-3+(5+(-2)-4-(-5+3-4(-5)=

=—((-24) + 30 + 40 + (-60)) = - (-14) = 14

S,=(2)-3-4-(-5=120

A equacao cujas raizes sdo: -2, 3, 4 e -5 serd dada por: x* — 14x3 + 71x? — 154x + 120 =

c.  Efetuando os célculos temos:
S,;=-(1+0+3+7)=-1
S,=1-0+1-3+1-7+0-3+0-7+3-7=3+7+21=31
S,=-(1-0-3+1:0:-7+1:3-7+40-3-7)=-21
S,=1:0-3-7=0

A equacdo cujas raizes sdo: 1,0, 3 e 7 serd dada por: x* = 11x3 + 31x* = 21x = 0
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ATIVIDADE 7

Dada a equagao polinomial x* — 8x? + kx — 24 = 0, responda:

a.  Quais sdo as possiveis raizes inteiras da equagao?

b.  Se aequacdo tiver duas raizes simétricas, qual serd a terceira raiz?

c.  Se uma das raizes for o inverso da outra, qual sera a terceira raiz?

d.  E possivel que a equagdo tenha uma raiz nula?

Resolucdo:

a. Observando os coeficientes, concluimos que 24 ¢ igual ao produto das trés raizes.
Logo, os divisores de 24 sdo possiveis raizes inteiras da equagdo, ou seja,
+1,£2,+3,£4,£6,+8,£12 e +£24. Naturalmente, dependendo do valor de k, tal equacao
pode ndo admitir qualquer um desses divisores como raiz; o que se pode afirmar é pre-
cisamente o fato de que, se houver raiz inteira, ela terd de ser um dos divisores de 24.

b. Como asoma das raizes simétricas é zero e a soma das trés raizes é 8, entdo a terceira
raiz deverd ser igual a 24.

c.  Como o produto das duas raizes inversas é igual a 1 e o produto das trés raizes é 24,
entdo a terceira raiz deveré ser igual a 24.

d. N3ao é possivel que a equagado tenha raiz nula, pois, nesse caso, o produto das raizes
seria zero, e ja vimos que o produto das raizes é igual a 24.

Considere a equacéo polinomial 3x* — 12x3 + kx? = éx + 3 =0

a.  Quais sdo as possiveis raizes inteiras da equagdo?

b.  Quais sdo os valores de k que fazem com que a equagdo proposta tenha raizes inteiras?
Resolucio:

a. Dividindo os coeficientes da equacdo por 3, que é o coeficiente do termo de maior

grau, obtemos a equacdo equivalente (com as mesmas raizes) expressa na forma:

x4—4x3+§x2—2x+1=0

Comparando com a forma x* — S.x* + Sx? = Sx + S, = 0, concluimos que o produto das
raizes da equagdo é iguala S, = 1. Logo, as possiveis raizes inteiras da equacédo sao os divisores
de 1, ou seja, +1 ou —1.

b.

Para que a equacgdo tenha raizes inteiras, ou seja, para que ela tenha +1 ou -1 como
raizes, quando substituirmos os valores de x por +1 ou por =1 no primeiro membro da
equacao, o resultado deve ser igual ao segundo membro, ou seja, zero.
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Parax =1, temos )
14—4-13+§-12—2‘1+1:O
ouseja, k=12

Para x = -1, temos:
=) =4- (=) + g-(—1)2 —-2:(=N+1

ou seja, k =24

ATIVIDADE 9

Sabendo que 1 é raiz da equacgdo x3 + 7x? + kx = 15 = 0, determine o valor de k e encontre
as outras raizes.

Como 1 é raiz, substituindo x por 1 devemos ter a igualdade verdadeira, logo, 1 +7 + k-15
=0,eentaok=7.

Como a soma das trés raizes é igual a—7, sendo uma delas igual a 1, a soma das outras duas
deve ser igual a -8.

Como o produto das trés raizes é igual a 15, sendo uma delas igual a 1, o produto das
outras duas é igual a 15.

Logo, além da raiz dada r, = 1, as outras duas raizes da equagdo sdo tais que sua soma é -8
e seu produto é 15, elas sdo portanto, as raizes da equacédo de segundo grau x* + 8x + 15 = 0.

Resolvendo tal equagdo, obtemosr,=-3 er, =-5.

Concluimos que a equagao proposta no enunciado tem como raizes os niUmeros reais
1,-3e-5.

Observacéo:

Outras atividades como as anteriores podem ser propostas, mas lembramos que ndo interessa tanto,
nesse caso, a realizacdo de muitos calculos, quanto, por exemplo, a percep¢éo do fato de que,
conhecendo uma raiz da equacdo, é possivel reduzi-la a uma equagdo mais simples, ou seja, a pesquisa
sobre as possiveis raizes inteiras pode resultar na solugdo da equacéo.

Equacdes e polinédmios: divisdo por x — k e redugdo do grau de uma equagao
polinomial.

Como se sabe, um polindbmio de grau n é uma expresséo algébrica do tipo:

Px)=ax"+ax""+ax"?+ax"*+..+a x+a =0coma =0

Entdo, uma equacédo algébrica também pode ser chamada uma equagédo polinomial, uma
vez que ela pode ser escrita na forma P(x) = 0, sendo P(x) um polinémio.

Dessa forma, se o valor de P(x) para x = k, que indicaremos por P(k), for igual a zero, ou seja
P(k) = 0, entéo isso significa que k é uma raiz da equacgado polinomial P(x) = 0.
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Sendo P, (x) um polinémio e P(x) outro polinémio, podemos ter o caso de P, (x) = P,(x) para
alguns valores particulares de x e P, (x) # P,(x) para outros valores de x.

Por exemplo:

P.(x) =x?+3x -1 e P(x) = x*—5x? + 4x + 13, entdo temos:

P(2)=9eP(2)=9 masP(0)=-1eP,0) =13

Quando dois polinémios P.(x) e P,(x) sdo tais que, para todos os valores possiveis para x,
temos P.(x) = P,(x), entdo dizemos que os polindmios sdo idénticos, e escrevemos P (x) = P,(x).

Sendo P,(x) = ax" + ax""+ax""2+ax"*+ .. +a _x+..+a um polindmio de graun
eP,(x) =bx"+bx™+bx"?+bx™+ ... +b_ x+b_outropolindmio de grau m, para termos
P.(x) = P,(x), ou seja, para os dois polinémios serem iguais para todos os valores de x, tal como,
a =b_,poisa =P (0)eb_=P,0)Podemos mostrar que a igualdade entre os dois polinémios
para todos os valores de x obriga a igualdade de todos os coeficientes dos termos de mesmo
grau, ou seja:

a =b;a ,=b

n-1 m-1/

a b, e assim por diante.
m-2

n-2 =

Em consequéncia, dois polindmios idénticos devem ser sempre do mesmo grau, uma vez
que, se forem de graus diferentes, os coeficientes dos termos de maior grau serdo distintos (um
deles é zero e o outro, diferente de zero).

Por exemplo, podemos ter P (x) = x* + 3x - 1 e P,(x) = x* - 5x? + 4x + 13 iguais para alguns
valores de x, ou seja, ndo é verdade que P,(x) = P,(x), nesse caso, pois os termos de grau 3 séo
distintos (1 em P,(x)) e 0 em P (x)).

Operacoes com polinémios.

Para somar, subtrair e multiplicar polinémios, basta operar com as expressdes algébricas
que compdem suas parcelas, que sdo os mondmios. Assim, é necessario realizar as operacdes

indicadas, recorrendo a propriedade distributiva, quando for o caso, e reunir os termos que cor-
respondem a poténcias de x de mesmo grau (chamados “termos semelhantes”).

ATIVIDADE 1

Considere os polinémios A(x) = x? = 3x + 2 e B(x) = x* - 2x? = 3x + 2

a. Calcule A(1) e B(1)

b.  Calcule x para que A(x) =0

c.  Sea, b ecforem raizes de B(x), quanto é o produtode a - b - c?

d.  E possivel termos A(x) = B(x)?

e.  E possivel termos A(x) = B(x)

Resoluc3o:

a. AN=1?-3-14+2=A1)=0
B(1)=1-2-12-3-1+2=B(1)=-2

b. AX)=0=>x*-3x+2=0
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x =315
3+(-30°-4-1-2 31 oo
X = = =
2 2 3-1
X, =2 =1
2

c. O produto das raizes (a, b e ¢) do polindmio B(x) é -2.
d.  Sim, é possivel.

Resolvendo a equacgdo algébrica A(x) = B(x), temos: x? — 3x + 2 = x* — 2x? - 3x + 2; logo,
Fatorando, obtemos x - x - (x —3) = 0, portanto, para o produto ser nulo, um dos fatores deve ser
nulo, ou seja, ou x =0, ou x = 0 (0 é uma raiz dupla), ou entdo x = 3. Logo, a equagdo A(x) = B(x)
tem como raizes 0 e 3. Para todos os valores de x diferentes de 0 e de 3, os polindmios A(x) e B(x)
assumem valores distintos.

e.  Nao. Os polindbmios tém graus diferentes. Em consequéncia, os coeficientes de x* sdo
diferentes em A(x) e B(x).

ATIVIDADE 2

Considere os polindmios A(x) = x3 — 3x + 2 e B(x) = x> = 2x? - 3x + 10.
a. E possivel termos A(x) = B(x)?

b. E possivel termos A(x) B(x)?

Resoluc3o:

a.  Sim. Basta resolver a equagdo correspondente: x* — 3x + 2 = x> — 2x? — 3x + 10. Efetu-
ando os célculos, obtemos: 2x? = 8 e entdo, x = +2.

b. N3o, pois os coeficientes de x? sdo diferentes nos dois polinémios.

ATIVIDADE 3

Considere os polindmios:

P.(x) =ax®— 11x* =23 + 7x? + bx + d

P,(x) = bx® + bx* + cx® — 2x% + 7x2 — /3x + d

a.  Determine os valores de a, b e ¢, de modo que os polindmios sejam idénticos.

b.  Calcule o valor de d, sabendo que -1 é raiz da equagéao P (x) = 0.

Resolucdo:

a. Igualando os coeficientes dos termos de mesmo grau, temos:

b.  Se =1 é raiz da equagdo P, (x) =0, entdo devemos ter P. (x) =0. Logo, substituindo x
por -1, e igualando o resultado a zero, obtemos:

B = =) =2 (=P 47 (=) =B (=) +d =0

Concluimos, efetuando os célculos, que d =2-2+/3
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ATIVIDADE 4

Considere o polindmio:
a.  Mostre que x = 1 é raiz da equacgao P(x) = 0
b.  Calcule o quociente da divisdo de P(x) pelo bindmio x — 1.

Resolucio:

a. Basta substituir x por 1 em P(x) e verificar que o resultado é zero, ou seja, que temos
P(1) = 0. Isso significa que P(x) pode ser fatorado e apresenta x — 1 como um fator, ou
seja, é divisivel por x — 1. Podemos, entdo, escrever:

P(x) = (x— 1) - Q(x) sendo Q(x) o quociente da divisdo de P(x) por x — 1.
b. O quociente da divisdo serd um polinémio de grau 4, podendo ser escrito na forma
geral ax* + bx® + cx? + dx + e.
Devemos ter a identidade:
I =2x+ 53— 112 =7x+12=(x=1) - (ax* + bx® + cx? + dx + e).
Efetuando as operacdes indicadas no segundo membro, obtemos:
3 =2x* + 53 - 11> = 7x + 12=ax’ + bx* + o + dx? + ex —ax* —bx* —cx* —dx — e
Agrupando os termos semelhantes do segundo membro, obtemos:
3x5 - 2x* 4+ 53 - 11X - Tx + 12

—

—_

ax® + b-axt*+ c-b)x+(d-ox2+ (e-dx-e

Igualando os coeficientes dos termos de mesmo grau nos dois membros da identidade
temos:

12 =-e
Logo concluimosquea=3,b=1,c=6,d=-5 e =-12¢, em consequéncia, Q(x) = 3x* +
X3+ 6x2—5x—-12
Assim, para resolver a equacdo P(x) = 0, sabendo que uma de suas raizes é x = 1, obtemos

o quociente de P(x) por x =1, chegando ao quociente Q(x); as demais raizes de P(x) = 0 sdo as
raizes de P(x) = 0 sdo as raizes da equacgdo Q(x) = 0.
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Reduzindo o grau da equagdo. Divisao por (x — k)

Na equagdo 2x® + 4x? — 2x — 4 = 0 podemos descobrir que uma possivel raiz utilizando os
conceitos apresentados, primeiro dividimos a equacdo toda pelo “coeficiente a”, que resulta
em: , resultando x3 + 2x?> — x — 2 = 0, o que nos leva a supor que uma de suas raizes seria um de
seus divisores (-1, 1, =2, 2) e por verificagdo podemos chegar nos nimeros (-2, -1, 1), pois:

x>+ 2x*-x-2=0
2P2+2-(-2?-2=0
10-10=0

Do mesmo modo podemos verificar que -1 e 1 também satisfazem a igualdade, sendo

assim raizes da equacéo.

Podemos escrever, entdo, que o polindmio P(x) = 2x3 + 4x — 2x — 4" tem uma de suas raizes
-2, pois, P(-2) = 0, ou seja, substituindo o valor — 2 na variével x, verificamos que a igualdade se
estabelece.

Ampliando essa ideia, podemos dizer que se um polindmio P(x) tem como raiz o nimero k,
entdo a divisdo de P(x) por (x — k) da resto zero, além de obtermos uma equacdo (Quociente da
divisdo) com grau menor que P(x).

P(x) = 2x3 + 4x? = 2x — 4; [x — (=2)]
P(x) = 2x3 + 4x? - 2x - 4; (x+2)

233+ 4x2 - 2x -4 X+ 2
—2x3 = 4x2 2x? =2
0 0 2x -4
+2x + 4
0

ATIVIDADE 5

Agora descubra as raizes das seguintes equacgdes polinomiais:

a. x*+x-10=0

b. xX*-5x2+6x=0

c. 8+x3=0

Resolucdo:

a.  Ondmero 10 tem como divisores (£1;+2;+5;+£10) sendo qualquer um desses divisores
uma de suas possiveis raizes.

Teste de raizes do polinémio: x* + x - 10

Para x=1
1°+1-10=0
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1+1-10=0
-8#0
..nao é raiz
Para x=5
53+5-10=0
125+5-10=0
1200
..nao é raiz

Dividindo o polindmio por (x-raiz) = (x — 2); teremos:

Encontrando as raizes da equacdo quociente:

x> =2x+5=0
a=1lb=-2,c=5
2+4(=2)*-4.1.5
X:
21

223520

2
244416
T
Como ndo existem raizes reais para a equagao quociente, concluimos que a Unica raiz do
Polinbmio é 2.
b. Como o polindmio ndo possui termo independente, conclui-se que uma de suas rai-
zes é zero. Dividindo o polindmio por ( x —raiz) = (x —0), teremos:
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Encontrando as raizes da equagao quociente temos:

x> —5x+6=0
a=lb=-5c=6
5+/(-5%-4-1.6
X:
21
e 5+425-24
- 2
X, :E:é::‘%
2 2
RELE R
2 2

As raizes do polindmio x* — 5x? + 6x = 0; sdo (0, 2, 3)
c.  Neste caso a Unica raiz do polindmio é -2, pois x*> = -8 = x = Y-8=-2
Algoritmo de Briot — Ruffini

Uma das maneiras de se obter o quociente de um polindmio por um binémio, seria a apli-
cacdo do algoritmo de Briot — Rufini, cujas caracteristicas principais sdo destacadas a seguir:

Tomando-se como exemplo, calcularemos o quociente de P(x) = 3x®> — 2x* + 5x3 = 11x? —7x — 46
pelo bindbmio x - 2.

Sendo Q(x) = ax* + bx® + cx? + dx +c:

e O coeficiente a é igual ao coeficiente de x5 em P(x): a = 3

e O coeficiente b é obtido somando-se ao coeficiente de x* em P(x) o produto de 2 por a:
b=-2+ 2a;

e O coeficiente ¢ é obtido somando-se ao coeficiente de x® em P(x) o produto de 2 por b:
c=5+2b;
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e O coeficiente d é obtido somando-se ao coeficiente de x2 em P(x) o produto de 2 por e:

d=-11+ 2¢;
e O coeficiente d é obtido somando-se ao coeficiente de x* em P(x) o produto de 2 por e:
d=-11+ 2¢;

Esses célculos podem ser organizados no algoritmo seguinte, conhecido como algoritmo
de Briot-Rufini, para a divisdo de um polindmio por um binémio da forma x — k.

Qx) = 3x*+ 4x3 + 13x%> + 15x + 23

ATIVIDADE 6

a.  Para verificar o entendimento do contelddo apresentado, construa o algoritmo de Briot-
-Rufini para determinar o quociente de P(x) = x° — 2x* - 7 x* + 3x? + 8x + 57 por x — 3.

b.  Calcule o resto da divisdo de P(x) = 3x* + x* +3x* — 7x + 7t pelo binédmio x + 3.

Resolucdo:

a.

Q) = 1Tx*+ 1x3=4x>-9x - 19

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Q(x) = 3x* = 8x3 = 27x> - 81x + 236

Fonte: Elaborada pelos autores

ATIVIDADE 7

Responda as seguintes questdes:

a.  Mostre que a equagao 2x* — 9x* + 6x? + 11x — 6 = 0 apresenta raizes inteiras.
b.  Resolva a equagdo do item anterior.
Resolucdo:

a. Dividindo os coeficientes por 2, obtemos a equacdo equivalente:
x* —zx3 +3x° +ﬂx—3 =0
2 2

Escrita nessa forma, ja vimos que os divisores de —3 serdo possiveis raizes inteiras, pois esse
coeficiente representa o produto das raizes da equacéo. Calculando os valores numéricos do
polindmio do primeiro membro da equacéo para x = £1 e x = £ 3, concluimos que -1 e 3 sdo
raizes da equacgdo dada.

b. A equacdo dada é, portanto, equivalente a equacéo:

Para encontrar o trindmio mx? + nx + p, e descobrir as outras raizes da equacdo, basta dividir
o polinémio do primeiro membro sucessivamente por (x + 1) e (x— 3), conforme indicamos a seguir:

22X =9+ 62+ 1Mx=6=(x-1) - (ax®+ bx? + cx + d)

Q) =2x3-11x2+ 17x -6
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X =+ 6+ 1Ix-6=Kx+1)-(23-11x2+ 17x-6)
Dividindo-se agora Q, (x) por (x — 3),obtemos Q,(x):

Q(x) = 2x* = 5x+ 2

Cx=11x2+17x=6)=(x=3) - (2x*=5x + 2)
Sendo assim, concluimos que:
2XP =93+ 6x2+ 11x-6=Kx+1)-x=3)- (2x*=5x + 2)
Resolvendo a equacdo de 2° grau 2x? — 5x + 2 = 0, obtemos as raizes:r, =2 e 1, =%

Logo, as raizes da equacao dada inicialmente sao:

r1=—1,r2=3,r3=2er4=%
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