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1
a 
Série – Ensino Médio  

3º Bimestre 

1. Organização das grades curriculares: 

 



1.1 Grade curricular da 1ª série do Ensino Médio – 3º Bimestre 

ENSINO MÉDIO – CURRÍCULO DE MATEMÁTICA – 1ª SÉRIE (3º BIMESTRE)  

CURRÍCULO OFICIAL – SEDUC-SP Base Nacional Comum Curricular 

Tema/Conteúdo  Habilidades Competências Gerais 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1.1.1 Funções exponenciais e logarítmicas. 
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1.1.2 Comentários e recomendações 

pedagógicas. 1.1.3 – Introdução ao volume 3 

 



1.1.4 – Atividades 

Tema 1: Crescimento/Decrescimento Exponencial e Função Exponencial 

 

ATIVIDADE 1 

 

Orientações pedagógicas: 

Resolução comentada: 
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ATIVIDADE 3 
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Orientações pedagógicas: 
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Você sabia que... 
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Equações exponenciais 

ATIVIDADE 7 

 

 

 

 

 

 

 

    

 

   

 

  

ATIVIDADE 8 
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Potência 

correspondente 
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Resolução: 



ATIVIDADE 10 
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ATIVIDADE 11 

 

Orientações Pedagógicas: 



 

Ponto x y 
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ATIVIDADE 13 

 

Tempo de observação N = 50 ∙ 2
t
 

t = 1h N = 50 ∙ 2
1
 = 50 ∙ 2 = 100 

t = 2h      

t = 5h       

t = 30 min   ≅    ≅ 

t = 0h        

 

Resolução: 



ATIVIDADE 14 
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Orientações ao(à) Professor(a):  

Resolução: 
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ATIVDADE 16 
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Orientações ao(à) Professor(a): 

Resolução: 

Orientações ao(à) Professor(a): 

Resolução: 
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ATIVIDADE 17 
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ATIVIDADE 18 

2 =  1,05t
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Orientações ao(à) Professor(a): 

Resolução: 
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Tema 2: Logaritmos 

𝐻+ ( )

 

Resolução: 
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ATIVIDADE 21 

 

 

 

 

 

 

Dica: quando a base escolhida para expressar um 
número N como uma potência é igual a 10, 

convenciona -se que ela pode ficar subentendida, 

se optarmos por outra base a, diferente de 10, 

somos obrigados a registra-la 
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Orientações ao(à) Professor(a): 

Resolução: 
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Orientações ao(à) Professor(a): 
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Orientações ao(à) Professor(a): 

Resolução: 
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Propriedades fundamentais dos logaritmos 
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Tema 3 : Função Logarítmica   
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Orientações ao(à) Professor(a): 
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Tema 4: Equações Exponenciais 

ATIVIDADE 40 
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Resolução: 

 Considere: 

log 2 ≈ 0,301 

log 7 ≈ 0,845 
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MATEMÁTICA 
2a Série – Ensino Médio 

3º Bimestre 

 

 

 

 

 

1. Organização das grades curriculares 

Apresentamos, a seguir, uma grade curricular para a transição do material de apoio do Currículo do 
Estado de São Paulo, contendo os temas, a descrição das habilidades do Currículo Oficial de Mate-
mática e sua respectiva relação com as competências gerais da Base Nacional Comum (BNCC) do 
Ensino Médio, além de algumas orientações pedagógicas para as três séries que compõem o referido 
estágio de ensino da escolaridade básica. 
A lista de conteúdos curriculares e habilidades, em Matemática, não é rígida e inflexível. O que se 
pretende é a articulação entre os temas (álgebra, geometria, grandezas e medidas, números e proba-
bilidade e estatística), tendo em vista os princípios que fundamentam o Currículo Oficial: a busca de 
uma formação voltada para as competências pessoais, a abordagem dos conteúdos que valorize a 
cultura e o mundo do trabalho, a caracterização da escola como uma organização viva, que busca o 
ensino, mas que também aprende com as circunstâncias.  
Enfim, ao fixar os conteúdos disciplinares/objetos de conhecimento, é preciso ter em mente que a 
expectativa de todo o ensino é que a aprendizagem efetivamente ocorra. As disciplinas curriculares 
não são um fim em si mesmas; e o que se espera dos conteúdos é que eles realmente possam ser 
mobilizados, tendo em vista o desenvolvimento de competências pessoais, tais como a capacidade 
de expressão, de compreensão, de argumentação etc. 
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1.1 Grade Curricular da 2ª série do Ensino Médio – 3º Bimestre 

 

ENSINO MÉDIO – CURRÍCULO DE MATEMÁTICA –2ª SÉRIE (3º BIMESTRE)  

CURRÍCULO OFICIAL – SEDUC-SP Base Nacional Comum Curricular 

Tema/Conteúdo  Habilidades Competências Gerais 

Números 
 Análise combi-
natória e probabili-
dade. 

• Princípios mul-
tiplicativo e aditivo; 

• Probabilidades 
simples; 

• Arranjos, com-
binatória e permu-
tações. 

• Probabilidade 
da reunião e/ou da 
interseção de 
eventos. 

• Probabilidade 
condicional; 

• Distribuição bi-
nomial de proba-
bilidades: 

• O triângulo de 
Pascal e o binômio 
de Newton. 

• Compreender os raciocínios com-
binatórios aditivo e multiplicativo na 
resolução de situações-problema de 
contagem indireta do número de pos-
sibilidades de ocorrência de um 
evento. 

• Saber calcular probabilidades de 
eventos em diferentes situações-pro-
blema, recorrendo a raciocínios com-
binatórios gerais, sem a necessidade 
de aplicação de fórmulas específicas. 

• Saber resolver problemas que en-
volvam o cálculo de probabilidades de 
eventos simples repetidos, como os 
que conduzem ao binômio de New-
ton. 

• Conhecer e saber utilizar as propri-
edades simples do binômio de New-
ton e do triangulo de Pascal. 

2. Exercitar a curiosidade inte-
lectual e recorrer à abordagem 
própria das ciências, incluindo a 
investigação , a reflexão, a aná-
lise crítica, a imaginação e a cri-
atividade, para investigar cau-
sas, elaborar e testar hipóteses, 
formular e resolver problemas e 
criar soluções (inclusive tecnoló-
gicas) com base nos conheci-
mentos das diferentes áreas. 

4. Utilizar diferentes linguagens  
verbal (oral ou visual-motora, 
como Libras, e escrita), corporal, 
visual, sonora e digital  bem 
como conhecimentos das lin-
guagens artística, matemática e 
científica, para se expressar e 
partilhar informações, experiên-
cias, ideias e sentimentos em di-
ferentes contextos e produzir 
sentidos que levem ao entendi-
mento mútuo. 
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1.1.1 Probabilidade e análise combinatória. 

O tratamento tradicional do tema em questão, 
parte da classificação dos problemas utilizando 
os conceitos de permutação, arranjos e combi-
nações, de acordo com determinado critério, 
na tentativa de facilitar a resolução a partir da 
aplicação de algumas fórmulas de cálculo. 

Se, por um lado, tal formalização permite agili-
zar a resolução de situações-padrão, por outro, 
dificulta o enfrentamento de situações-pro-
blema reais, com contextos e dificuldades iné-
ditas. Dessa forma, um curso de Matemática, 
que priorize a resolução de problemas como 
principal metodologia de aprendizado, não 
pode se basear, unicamente, na classificação 
das situações em grupos determinados, sob 
pena de limitar demais as estratégias de racio-
cínio que o estudante pode e deve mobilizar ao 
se confrontar com uma dificuldade real. Desta 
forma propomos que a classificação e o forma-
lismo tradicional sejam inicialmente relegados 
a um segundo plano e, apenas ao final, sejam 
realizados nos moldes conhecidos. 

O raciocínio combinatório e o cálculo de pro-
babilidades são conceitos apresentados aos 
alunos desde o Ensino Fundamental Anos Inici-
ais, etapa em que tais conceitos não costumam 
gerar qualquer dificuldade além dos habituais 
para esse segmento de ensino. 

Dessa maneira, trata-se agora, no Ensino Mé-
dio, de partir dos conhecimentos e das habili-
dades anteriormente construídos e promover 
os aprofundamentos necessários. 

Com base nessa premissa básica, propomos 
que a apresentação dos conteúdos seja inici-
ada com as probabilidades desprovidas de cál-
culo combinatório. 

Apresentar o cálculo de probabilidades sem a 
exigência de raciocínio combinatório significa 
priorizar o fato de que podemos expressar a 
chance de ocorrência de um evento por inter-
médio de uma razão entre dois valores: a parte 
e o todo. O numerador dessa razão coincide 
com o número de resultados esperados para o 

experimento, enquanto o denominador coin-
cide com o número de resultados possíveis, to-
dos eles considerados igualmente prováveis. 
Por exemplo, em uma classe de 40 alunos, se 
qualquer um tem uma chance em quarenta de 
ser sorteado, precisamos apenas formalizar 
essa condição, que expressamos na língua ma-

terna por intermédio de uma fração, 
 1 

40
 , por 

uma porcentagem, 2,5%, e também por um nú-
mero real maior que 0 e menor que 1, nesse 
caso, 0,025. Nada disso, de fato, acarreta maio-
res dificuldades, visto se tratar de um conheci-
mento abordado no Ensino Fundamental dos 
anos finais.  Cremos, portanto, que os alunos 
trazem na 2ª série do Ensino Médio, o terreno 
preparado para o estudo formalizado das pro-
babilidades, desde que os casos a eles apre-
sentados não envolvam, inicialmente, raciocí-
nio combinatório 

Agora pensando nos raciocínios aditivos e mul-
tiplicativos, pode-se concluir que em uma adi-
ção de n parcelas iguais a p pode ser represen-
tada pelo produto n · p. Muitas são as situa-
ções-problema resolvidas por intermédio de 
uma adição desse tipo. Outras adições, não for-
madas por parcelas iguais, também podem ser 
expressas por intermédio de um produto, 
como é o caso de 5 + 4 + 3 + 2 + 1, que é igual 
a (6 · 5) ÷ 2 = 15. 

Expressões desse tipo também podem explici-
tar a solução de uma situação-problema, por 
exemplo, o cálculo de número de grupos dife-
rentes de duas pessoas formados a partir de 6 
indivíduos.  

Problemas envolvendo raciocínio combinatório 
são, na maioria das vezes, resolvidos por inter-
médio de uma adição ou de uma multiplicação, 
embora quase sempre a escolha pela multipli-
cação seja a mais aconselhável, pois envolve 
um raciocínio mais elaborado e eficiente. Per-
ceber a existência das duas possibilidades 
apontadas para resolver um problema de aná-
lise combinatória e as vantagens de uma sobre 
a outra é fundamental e cabe ao professor 
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verificar a viabilidade de discutir os possíveis 
encaminhamentos e aplicá-los em sala de aula. 

A solução de situações-problema envolvendo 
simultaneamente raciocínio combinatório e cál-
culo de probabilidades costuma acarretar difi-
culdades maiores do que aquelas em que se 
aplicam esses conteúdos de maneira indepen-
dente. Entre as diversas justificativas possíveis, 
podemos enunciar o fato de que as caracterís-
ticas conjuntas desses conteúdos impedem 
que os problemas sejam facilmente agrupados 
em tipos padrão, de maneira que resolver um 
deles sempre passe pela mobilização da estra-
tégia de raciocínio que o associa a algum ante-
riormente resolvido e compreendido, como 
ocorre, mais facilmente, com problemas de ou-
tros grupos de conteúdos matemáticos. Essa 
impossibilidade de padronização exige, mais 
do que em outros casos, que os alunos mobili-
zem diversas estratégias de raciocínio. Por-
tanto, cabe ao professor estimular a resolu-
ção de diversos problemas de análise combi-
natória e probabilidades com o foco voltado 
para o tipo de raciocínio exigido, em vez da 
clássica separação em problemas típicos, ba-
seada no tipo de operação matemática en-
volvida.1 

Podemos afirmar sem perder a generalidade 
que um cálculo de probabilidades sempre está 
associado a um “sim” e a um “não”, ou a um 
“sucesso” e a um “fracasso” sem que esses as-
pectos sejam expressos por probabilidades 
iguais. Em outras palavras, nem sempre há 50% 
de chance para o “sim” e 50% para o “não”, 
como no caso da face observada no lança-
mento de uma moeda em que o “sim” pode 
ser coroa e o “não” pode ser cara. Para o com-
prador de um número de uma rifa, em um total 
de 200, o “sim” é 0,5% e o “não” é 99,5%.  

O que ocorre então com o cálculo de probabi-
lidades de eventos que se repetem n vezes sob 
as mesmas condições, isto é, situações em que 
“sim” ou “não” são esperados, cada um, mais 
de uma vez, como no caso do lançamento de 

 
1 Grifo do autor 

quatro dados, com o objetivo de se conseguir 
duas vezes o número seis na face superior?  

A resolução desse tipo de problema pode ser 
associada ao desenvolvimento de um binômio 
do tipo [(sim)+(não)]n, de modo que, assim 
procedendo, estamos atribuindo significado 
real à busca do termo geral do Binômio de 
Newton, bem como aos elementos das linhas 
do Triângulo de Pascal. 

Todos os tópicos acima apresentados, podem 
ser encontrados no Material de Apoio ao Currí-
culo Oficial do Estado de São Paulo, nas res-
pectivas Situações de Aprendizagem, con-
forme segue: 

Situação de Aprendizagem 1 – Probabilidade 
e proporcionalidade: No início era o jogo, Vol. 
2, 2ª série do Ensino Médio, pg. 13 a 24. 

Situação de Aprendizagem 2 – Análise combi-
natória: Raciocínios aditivo e multiplicativo, Vol. 
2, 2ª série do Ensino Médio, pg. 24 a 44. 

Situação de Aprendizagem 3 – Probabilidades 
e raciocínio combinatório, Vol. 2, 2ª série do En-
sino Médio, pg. 44 a 51. 

Situação de Aprendizagem 4 – Probabilidades 
e raciocínio combinatório: O binômio de New-
ton e o triângulo de Pascal. 

Lembrando que ao final de cada situação de 
aprendizagem constam algumas considera-
ções sobre a avaliação dos conhecimentos bem 
como o conteúdo considerado indispensável 
ao desenvolvimento das competências e habi-
lidades enunciadas. 

Além das situações de aprendizagem, sugeri-
mos alguns recursos audiovisuais, da plata-
forma Matemática Multimídia: 

 37% Namorados. Disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1327, 
Acesso em: 30/11/2018. 

 Apostas no relógio. Disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1365, 
Acesso em: 30/11/2018. 
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 Baralhos e Torradas. Disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/997, 
Acesso em: 30/11/2018. 

 Brasil x Argentina. Disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1056, 
Acesso em: 30/11/2018. 

 Caminhões de açúcar Disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1056. 
Acesso em: 30/11/2018.  

 Cara ou coroa. Disponível em: 
https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1062 
Acesso em 30/11/2018.  

 Coisa de passarinho. Disponível em 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1070. 
Acesso em 30/11/2018. 

 Coisas do amor. Disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1071. 
Acesso em 30/11/2018. 

 Curva do Sino. Disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1071. 
Acesso em 30/11/2018. 

 Dados não-transitivos. Disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1309. 
Acesso em: 30/11/2018. 

 Exoplanetas e probabilidades. Disponível 
em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1335. 
Acesso em: 30/11/2018. 

 Explorando o Jogo do Máximo. Disponível 
em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1237. 
Acesso em: 30/11/2018. 

 Fraude 171. Disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1313. 
Acesso em 30/11/2018.

História da Estatística. Disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1252. 
Acesso em: 30/11/2018. 

 Histórica da Probabilidade. Disponível em 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1253. 
Acesso em 30/11/2018. 

 Grande Hotel 2. Disponível em: 
https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1110. 
Acesso em 30/11/2018. 

 Jankenpon. Disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1016. 
Acesso em: 30/11/2018. 

 Jogo da trilha. Disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1380. 
acesso em: 30/11/2018. 

 Jogo das Amebas. Disponível em: 
https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1017. 
Acesso em 30/11/2018. 

 O jogo de Dados de Mozart: Disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1122. 
Acesso em: 30/11/2018. 

 Táxi e combinatória. Disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1035. 
Acesso em: 30/11/2018. 
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1.1.2  Atividades 

Tema 1: Princípios aditivos e 
multiplicativos 

ATIVIDADE 1 

Considere a seguinte situação: uma menina de-
seja vestir-se com uma saia e uma blusa, e dis-
põe de 4 saias diferentes e 5 blusas diferentes. 
O esquema a seguir representa as possibilida-
des de escolha da menina. 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Elaborada pelo autor 

Escreva uma multiplicação para indicar o total 
das diferentes possibilidades de escolha da 
menina. 

Uma maneira mais simplificada e eficaz de re-
solver tal situação consiste em determinar a 
multiplicação entre a quantidade de elementos 
de cada conjunto. Observe que no conjunto de 
saia há 4 elementos e no conjunto de blusa há 
5 elementos, temos assim: 4 ⋅ 5 = 20 combina-
ções. 

ATIVIDADE 2 

Um roteiro turístico prevê a visita a duas cida-
des do conjunto conhecido por “Cidades His-
tóricas de Minas Gerais”, formado pelas cida-
des de Ouro Preto, Mariana, Tiradentes e São 
João del Rei. Quantos roteiros diferentes pode-
rão ser traçados se: 

a) Ouro Preto sempre estiver fazendo parte 
do roteiro? 

Com Ouro Preto sempre fazendo parte do ro-
teiro, temos três roteiros distintos: 
(Ouro Preto; Mariana),  
(Ouro Preto; Tiradentes) e 

(Ouro Preto; São João Del Rei). 

b) não houver restrição à escolha das duas ci-
dades? 

Se não há restrição quanto a escolha de cida-
des que farão parte do roteiro, temos seis ro-
teiros distintos: 
(Ouro Preto; Mariana),  
(Ouro Preto; Tiradentes),  
(Ouro Preto; São João Del Rei),  
(Mariana; Tiradentes),  
(Mariana; São João Del Rei),  
(Tiradentes; São João Del Rei). 

ATIVIDADE 3 

Os números 342, 335, 872 e 900 são, entre tan-
tos outros, números de três algarismos. Entre 
esses exemplos, os números 342 e 872 não re-
petem algarismos, contrariamente ao que 
ocorre, por exemplo, com os números 335 ou 
900. Quantos números de 3 algarismos pode-
mos escrever se: 

a) todos começarem por 1 e os algarismos pu-
derem ser repetidos? 

 

Como sabemos, temos os algarismos: 0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8 e 9 (10 algarismos). Para a resolução 
deste exercício, temos o número 1 como ele-
mento fixo na posição numérica da centena. 
Para a posição numérica da dezena e unidade, 
podemos utilizar qualquer algarismo. Logo, a 
quantidade de números de 3 algarismos que 
começam com o algarismo 1 e que podem ter 
algarismos repetidos será igual a:                               
1 ⋅ 10 ⋅ 10  = 100 números. 

b) todos começarem por 1 e os algarismos 
não puderem ser repetidos? 

Assim, como no item anterior, temos 10 algaris-
mos. Para a resolução deste problema, temos o 
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número 1 como elemento fixo na posição nu-
mérica da centena. Para a posição numérica da 
dezena e da unidade, podemos utilizar qual-
quer algarismo, exceto aquele já utilizado ante-
riormente, assim restando 9 algarismos para a 
dezena e 8 algarismos para a unidade. Logo, a 
quantidade de números de 3 algarismos que 
começam com o algarismo 1 e que não podem 
ter algarismos repetidos será igual a: 1 ⋅ 9 ⋅ 8  = 
72 números. 

c) não houver qualquer restrição, isto é, desde 
100 até 999? 

Temos 10 algarismos. Para a resolução deste 
exercício, o 1º algarismo só poderá ser um al-
garismo entre 1 e 9, sem o zero, ou seja, 9 alga-
rismos. Os demais podem ser qualquer um en-
tre 0 e 9, ou seja, 10 algarismos na unidade e na 
dezena. Logo, a quantidade de números será 
igual a: 9 ⋅ 10 ⋅ 10 = 900 números. 

Prezado(a) Professor(a), proponha também aos 
estudantes, o seguinte caso: 

d) os números não contiverem algarismos re-
petidos? 

Como colocado anteriormente, temos 10 alga-
rismos. Para a resolução deste problema, o 1º 
algarismo só poderá ser um algarismo entre 1 
e 9, sem o zero, ou seja, 9 algarismos. Para a 
posição numérica da dezena e unidade, pode-
mos utilizar qualquer algarismo, exceto o já 
utilizado anteriormente, assim restando 9 al-
garismos para a dezena e 8 algarismos para a 
unidade. Logo: 9 ⋅ 9 ⋅ 8 = 648 números. 

ATIVIDADE 4 

Existem 9 000 números de 4 algarismos, dos 
quais 1 000 é o menor deles e 9 999 o maior. 
Entre esses 9 000 números há muitos que não 
repetem algarismos, como 1 023, 2 549, 4 571 
ou 9 760. Quantos são esses números de 4 al-
garismos distintos? 

Como sabemos, temos os algarismos: 0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8 e 9 (10 algarismos). Para a resolução 
desta atividade, temos que o primeiro 

algarismo não pode ser 0, pois o número não 
seria de 4 algarismos. Para a posição numérica 
da centena, da dezena e da unidade, podemos 
utilizar qualquer algarismo, exceto o já utili-
zado anteriormente, assim restando 9 algaris-
mos para a centena, 8 algarismos para a dezena 
e 7 algarismos para a unidade. Logo, a quanti-
dade de números de 4 algarismos distintos são:                    
9 ⋅ 9 ⋅ 8 ⋅ 7 = 4 536 números. 

ATIVIDADE 5 

Para que um número de 3 algarismos seja par, 
é preciso que ele “termine” por um algarismo  
par, ou, em outras palavras, é preciso que o al-
garismo das unidades seja 0, ou 2, ou 4, ou 6, 
ou 8, como: 542, 134, 920, 888 etc. 

a) quantos números pares de 3 algarismos 
existem? 

Como sabemos, temos os algarismos: 0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8 e 9 (10 algarismos). Para a resolução 
deste problema, temos que o primeiro alga-
rismo não pode ser 0, pois o número não seria 
de 3 algarismos. O algarismo da unidade deve 
ser 0, ou 2, ou 4, ou 6, ou 8 (5 algarismos); logo, 
a quantidade de números pares de 3 algaris-
mos é igual a: 9 ⋅ 10 ⋅ 5 = 450 números. 

b) quantos números ímpares de 3 algarismos 
existem? 

Como sabemos, temos os algarismos: 0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8 e 9 (10 algarismos). Para a resolução 
deste item, temos que o primeiro algarismo 
não pode ser 0, pois o número não seria de 3 
algarismos. O algarismo da unidade deve ser 1, 
ou 3, ou 5, ou 7, ou 9 (5 algarismos); logo, a 
quantidade de números ímpares de 3 algaris-
mos é igual a: 9 ⋅ 10 ⋅ 5 = 450 números. 

c) quantos números ímpares de 3 algarismos 
distintos existem? 

Temos os algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 
(10 algarismos). Para a resolução deste pro-
blema, devemos considerar que o primeiro al-
garismo não pode ser o zero, pois o número 
não teria 3 algarismos. Visto que os algarismos 
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devem ser distintos, devemos lembrar que o al-
garismo já usado na centena também deve ser 
restrito ao algarismo da unidade. O algarismo 
da unidade deve estar restrito as seguintes pos-
sibilidades 1, 3, 5, 7 ou 9 (5 algarismos). Logo, a 
quantidade de números ímpares de 3 algaris-
mos distintos é igual a: 8 ⋅ 8 ⋅ 5 = 320 números. 
Professor, ressaltamos aqui que há outros mo-
dos de resolver o problema. 

d) quantos números pares de 3 algarismos dis-
tintos existem? 

Como sabemos, temos os algarismos: 0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8 e 9 (10 algarismos). Para a resolução 
deste item, temos que o primeiro algarismo 
não pode ser o zero, pois o número não teria 3 
algarismos e o último deve ser 0, 2, 4, 6 ou 8 (5 
algarismos). Dividiremos o problema em 2 ca-
sos: 

• Número de algarismos distintos que termi-
nam com 0 (zero): 9 ⋅ 8 ⋅ 1 = 72 números; 

• Número de algarismos distintos que termi-
nam com 2, 4, 6 ou 8: 8 ⋅ 8 ⋅ 4 = 256 números; 

Assim o total = 72 + 256 = 328 números. Profes-
sor, ressaltamos aqui que há outros modos de 
resolver o problema. 

e) a soma dos resultados obtidos nos itens c e 
d deste problema deve ser igual ao resul-
tado do item d da atividade 3, verifique se 
isso ocorreu com os resultados que você 
obteve. Se não, procure descobrir o que 
saiu errado. 

320 + 328 = 648 números. Portanto, igual à res-
posta do item d da atividade 3. 

ATIVIDADE 6 

Considere os numerais 1, 2, 3 e 4, e todos os 
números de 4 algarismos distintos que pode-
mos formar com eles. Imagine que todos esses 
números serão ordenados, do menor para o 
maior. Isso feito, o primeiro da fila será o 1 234, 
o segundo será o 1 243, o terceiro, 1 324, e as-
sim por diante, até o último, que será o 4 321. 

a) qual é a posição do número 4 321 nessa fila? 

Calculando a quantidade total de números dis-
tintos que podem ser formados com os algaris-
mos 1, 2, 3, 4 temos 4.3.2.1= 24 números. Por-
tanto, como o número 4 321 é o maior número 
possível de ser formados, frente as informações 
propostas, assim este ocupa a 24ª posição. 

b) qual é a posição do número 3 241 nessa fila? 

Para a resolução deste item, temos os algaris-
mos: 1, 2, 3 e 4. Para encontrar a posição do 
número 3241 os mesmos devem ser ordena-
dos. Assim, para valores começando com nú-
mero 1, temos: 1 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 6 possibilidades. O 
mesmo ocorre para os valores que começam 
com número 2. Assim, já temos 12 valores or-
denados na ordem crescente. Em outras pala-
vras: para ordenar de forma crescente os valo-
res que se iniciam com número 3, temos então 
os números que começam com 31:                              
(1 ⋅ 1 ⋅ 2 ⋅ 1 = 2 possibilidades:  3 124 e 3 142).   
E números que começam com 32: (1 ⋅ 1 ⋅ 2 ⋅ 1 = 
2 possibilidades: 3 214 e 3 241). Assim, o valor 
3241 ocupa a 16ª posição, acrescentando o nu-
meral 5 aos numerais 1, 2, 3 e 4, e ordenando 
todos os números de 5 algarismos distintos que 
podem ser formados, qual é o número que 
ocupa a 72ª posição? 

c) acrescentando o numeral 5 aos numerais 1, 
2, 3 e 4, e ordenando todos os números de 
5 algarismos distintos que podem ser for-
mados qual é o número que ocupa a 72ª 
posição? 

Para a resolução deste item, temos os algaris-
mos: 1, 2, 3, 4 e 5. Para encontrar o número na 
72ª posição, sabemos que os valores come-
çando com número 1, temos: 1 ⋅ 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 24 
possibilidades. O mesmo ocorre para os valo-
res que começam com número 2. Assim, já te-
mos 48 valores colocados em ordem crescente. 
Realizando o mesmo raciocínio para o número 
3, também encontramos 24 possibilidades, so-
mando 72 valores ordenados. Desta maneira, o 
valor que ocupa a 72ª posição é o maior valor 
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ordenado dos que começam com o número 3, 
a saber, 35421. 

Tema 2: Formação de filas sem 
e com elementos repetidos 

As Filas 

Quando duas pessoas A e B colocam-se em fila, 
há apenas duas possibilidades: primeiro vem A 
e depois B, ou primeiro vem B e depois A. Se 
uma pessoa C juntar-se a essas duas a fila po-
derá, agora, ser formada de 6 maneiras diferen-
tes: 

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA 

Se uma quarta pessoa juntar-se a essas, serão, 
agora, 4 vezes mais filas do que o número an-
terior. Isto é, serão 4.6 = 24 filas 

ATIVIDADE 7 

Quantas filas diferentes poderão ser formadas 
com 5 pessoas, apenas alternando suas posi-
ções na fila? 

Para a resolução desta atividade temos cinco 
possibilidades de ocupar a primeira posição na 
fila. Após definida a primeira pessoa da fila, so-
brarão quatro possibilidades para que as pes-
soas ocupem a segunda posição da fila. O 
mesmo raciocínio vale para a terceira posição 
com 3 possibilidades, na quarta 2 possibilida-
des e na última 1 possibilidade. Ou seja:    5 ⋅ 4 
⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 120 possibilidades de filas distintas. 
Observação: o produto apresentado pode ser 
representado por 5! 

ATIVIDADE 8 

Quantos anagramas diferentes podem ser for-
mados com as letras das palavras: 

a) BIA 

3! = 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 6 anagramas diferentes podem 
ser formados. 

b) NICO 

4! = 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 24 anagramas diferentes po-
dem ser formados. 

c) LUCIA 

5! = 5 ⋅ 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 120 anagramas diferentes 
podem ser formados. 

d) CAMILO 

6! = 6 ⋅ 5 ⋅ 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 720 anagramas diferentes 
podem ser formados. 

ATIVIDADE 9 
Considere a palavra CABO. Se trocarmos a or-
dem entre as letras dessa palavra, formando 
agrupamentos de letras que podem ou não for-
mar palavras conhecidas, formaremos “anagra-
mas”. Veja alguns dos anagramas da palavra 
CABO: 

COBA, BACO, OCBA, ABOC, ACOB 

a) começando por A, quantos anagramas dife-
rentes poderemos formar? 

As opções de letras que podem ser utilizadas 
em cada posição: 1 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 6 anagramas 
(ACBO, ACOB, ABCO, ABOC, AOCB e AOBC). 

b) quantos anagramas terminados em O exis-
tem? 

Seguindo o mesmo raciocínio do item a: As op-
ções de letras que podem ser utilizadas em 
cada posição: 3 ⋅ 2 ⋅ 1 ⋅ 1= 6 anagramas. 

c) no total, quantos anagramas existem? 

Ao todo são 4 opções de letras que podem ser 
utilizadas. E para cada posição utilizar qualquer 
uma, exceto a letra utilizada anteriormente, 
temos então: 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 24 anagramas. 

ATIVIDADE 10 

Em uma caixa foram colocadas 9 bolinhas, nu-
meradas de 1 a 9. Para retirar uma bolinha 
dessa caixa, temos 9 maneiras diferentes: pe-
gar a bolinha 1, ou a bolinha 2, ou a bolinha 3, 
e assim por diante. Para retirar duas bolinhas da 
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caixa, temos já um número bem maior de ma-
neiras diferentes: temos 8 vezes mais, isto é, 72 
maneiras diferentes. Isso porque há 8 possibili-
dades de pegar a segunda bolinha depois de a 
primeira delas ter sido apanhada. Responda: 

a) quantas maneiras diferentes existem para 
pegar 3 bolinhas dessa caixa? 

Como temos 9 bolinhas numeradas em uma 
caixa, teremos 9 possibilidades para a primeira 
retirada, 8 possibilidades para a segunda e 7 
para a terceira. Sendo assim, teremos                     
9 ⋅ 8 ⋅ 7 = 504 maneiras diferentes de retirar a 
bolinha. 

b) quantas maneiras diferentes existem para 
pegar 4 bolinhas dessa caixa? 

Por meio de um raciocínio análogo ao desen-
volvido no item a, obtemos: 9 ⋅ 8 ⋅ 7 ⋅ 6 = 3 024 
maneiras diferentes de retirar a bolinha. 

ATIVIDADE 11 

Suponha que, no caso do problema anterior, a 
bolinha que for pega seja jogada novamente 
na caixa antes que a próxima bolinha seja sor-
teada. Em outras palavras, a bolinha é reposta 
na caixa a cada sorteio. Nessa condição, de 
quantas maneiras diferentes podemos retirar 
dessa caixa: 

a) duas bolinhas? 

Como temos 9 bolinhas numeradas em uma 
caixa, teremos 9 possibilidades para a primeira 
retirada e 9 possibilidades para a segunda, 
visto que ela vai ser reposta. Sendo assim, tere-
mos 9 ⋅ 9 = 81 maneiras diferentes. 

b) três bolinhas? 

Analogamente para 3 bolinhas temos:                       
9 ⋅ 9 ⋅ 9 = 729 maneiras diferentes de retirada. 

c) quatro bolinhas? 

9 ⋅ 9 ⋅ 9 ⋅ 9 = 6.561 maneiras diferentes de retirar 
as 4 bolinhas.

ATIVIDADE 12 

Sete pessoas formarão ao acaso uma fila indi-
ana. Em quantas ordenações diferentes poderá 
ser formada a fila? 

Como temos 7 pessoas que serão ordenadas 
para formar fila, teremos 7 possibilidades para 
a primeira pessoa, 6 possibilidades para a se-
gunda e 5 para a terceira e assim sucessiva-
mente. Sendo assim, teremos:  

7 ⋅ 6 ⋅ 5 ⋅ 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 5 040 ordenações diferen-
tes de pessoas formando filas diferentes. 

ATIVIDADE 13 
Trocando a ordem das letras INA, podem ser 
formados 6 anagramas diferentes: 

INA, IAN, AIN, ANI, NAI, NIA 

Com as letras da palavra ANA, o número de 
anagramas é menor; são apenas 3: 

ANA, AAN, NAA 

Por que o número de anagramas dessas pala-
vras não é o mesmo, se ambas têm 3 letras? A 
resposta é: a palavra ANA tem letras repetidas. 

A palavra LUTA tem 24 anagramas, enquanto a 
palavra LULU, que tem 2 “L” e 2 “U”, tem ape-
nas 6 anagramas, pois a troca de um “L” com 
outro ou a troca entre os dois “U” não gera 
novo anagrama. Quer dizer, o total de 24 ana-
gramas de uma palavra com 4 letras distintas 
fica, no caso de LULU, duas vezes dividido por 
2!, por causa dos “L” e dos “U” repetidos.  En-
tão, 24÷2! ÷ 2! = 6.  

Veja por exemplo, a palavra INICIOU: apesar 
de ter 7 letras não tem 7! = 5040 anagramas 
distintos, pois tem o “I” repetido três vezes, 
uma vez que a troca de um “I” com outros dois 
“I” não gera novo anagrama. Quer dizer, o total 
de 5040 anagramas de uma palavra com 7 letras 
distintas fica, no caso de INICIOU dividido por 
3!, em decorrência dos “I” repetidos. Assim, 
INICIOU tem 5040÷3! = 5040÷6 = 840 anagra-
mas distintos. 
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Agora, responda: qual é o total de anagramas 
das palavras a seguir? 

a) CARRO 

Para a resolução deste problema, podemos ob-
servar que a palavra CARRO tem 5 letras, mas 
duas delas se repetem. Com 5 letras não repe-
tidas conseguiremos formar 120 anagramas (re-
sultado de 5!, ou seja, 5.4.3.2.1 = 120). Como 
nessa combinação há repetição de duas letras, 
é necessário dividir esse total por 2!, ou seja,     
2 ⋅ 1 = 2, logo, o resultado será: 

5!
2!

= 
120
2!

= 60 anagramas  

Relação fundamental para permutação com re-
petição: 

Pn
a, b…= 

n!
a! b!

 

Em que,  a, b são as quantidades de elementos 
repetidos. 

b) CORPO 

Utilizando o mesmo raciocínio, chegamos em: 

5!
2!

 = 
120
2

= 60 anagramas 

c) CORRO 

Agora com duas repetições, sendo as letras O 
e R, obtemos: 

5!
2! ∙2!

 = 
120
4

=30 anagramas 

ATIVIDADE 14 

Quantos anagramas podem ser formados com 
as letras das palavras a seguir? 

a) ANA 

Temos uma permutação de 3 letras com repe-
tição da letra A, obtendo assim: 

3!
2!

= 
6
2

 = 3 anagramas 

 CASA 

Analogamente ao item anterior, temos uma 
permutação de 4 letras com repetição de A 
duas vezes, obtendo: 

4!
2!

 = 
24
2

= 12 anagramas 

 CABANA 

Faremos a permutação de 6 letras com a repe-
tição de três letras A: 

6!
3!

= 
720
6

 120 anagramas 

ATIVIDADE 15 

Quando três meninas, Ana, Bia e Carla, e um 
menino, Dan, formam uma fila, temos 24 filas 
diferentes, como já vimos em problemas ante-
riores. Se, no entanto, o critério para a forma-
ção da fila não for a individualidade das pes-
soas, mas apenas o sexo, serão apenas 4 filas 
diferentes formadas por 3 mulheres (M) e um 
homem (H), da seguinte forma: 

MMMH, MMHM, MHMM, HMMM 

Com 5 pessoas, sendo 2 meninas e 3 meninos, 
quantas filas diferentes poderão ser formadas 
no caso de 

 ser considerada a individualidade das pessoas? 

5 ∙ 4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1 = 5! = 120  possibilidades diferen-
tes de filas. 

 ser considerado apenas o sexo das pessoas? 

Por meio de um raciocínio análogo ao desen-
volvido no item anterior, temos 5 pessoas para 
permutar, sendo que são duas meninas e três 
meninos, assim: 
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5!
2! ∙3!

= 
120
12

=10 filas. 

ATIVIDADE 16 

Três livros de Geografia diferentes e três livros 
de História diferentes serão colocados, um so-
bre o outro, de modo a formar uma pilha de li-
vros. Quantas pilhas diferentes poderão ser for-
madas se: 

 não importar a matéria, e sim os livros, que, no 
caso, são todos diferentes? 

Para a resolução deste problema, podemos ob-
servar que temos 6 livros distintos.  

Assim, 6! = 720 pilhas. 

  a diferença entre os livros não for levada em 
conta, mas apenas o fato de que são de duas dis-
ciplinas diferentes? 

Analogamente ao item anterior, temos 6 livros 
para permutar, sendo que três são de história e 
três de geografia, assim: 

6!
3! ∙ 3!

= 
720
36

= 20 pilhas 

Tema 3: Formação de grupos com elementos de uma 

outra ou mais categorias. 

Observe a representação de uma parte da árvore de possibilidades para o seguinte problema: quan-
tos grupos ordenáveis (filas) de 3 elementos podemos formar com 7 pessoas? 

Fonte: Elaborada pelo autor. 

Ao observar a árvore percebemos que, para determinada pessoa em 1° lugar, há 6 opções para o 2° 
colocado e, para cada um destes, há 5 possibilidades de escolha para o 3° colocado. Assim, a quan-
tidade de grupos ordenáveis é, nesse caso, igual ao produto 7 ⋅ 6  ⋅ 5 = 210 

Agora, vamos mudar a questão e perguntar: a quanto ficaria reduzido o número de agrupamentos se 
eles não fossem ordenáveis? Isto é, se o agrupamento “João, José, Maria” fosse o mesmo de “João, 
Maria, José”, o mesmo de “Maria, José, João” e igual a todos os demais em que só é trocada a ordem 
dos participantes? Em outras palavras, se em vez de serem feitas filas, fossem feitos grupos de pes-
soas? Para responder, retomamos os problemas anteriormente resolvidos, mostrando que haverá 3! 
= 6 ordenações possíveis. Portanto, quaisquer 3 elementos que considerarmos entre 7 permitirão 3! 
= 6 ordenações possíveis. Assim, se temos 7.6.5 conjuntos ordenáveis,  temos (7 ⋅6 ⋅ 5) ÷ 3! conjuntos 
não ordenáveis, e a resposta do problema é 210 ÷ 6 = 35 grupos diferentes de 3 pessoas. 
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ATIVIDADE 17 

Cinco pessoas, Arnaldo, Benedito, Carla, Dé-
bora e Eliane, estão juntas em uma sala. 

 Quantos agrupamentos ordenáveis diferentes 
(filas) de 5 pessoas podem ser formados com essas 
5 pessoas? 

Permutação de 05 pessoas, 5! = 120 agrupa-
mentos. 

Quantos agrupamentos não ordenáveis diferen-
tes (grupos) de 5 pessoas podem ser formados 
com essas 5 pessoas? 

Para a resolução deste problema, devemos ob-
servar que a ordem das pessoas não importa, 
sendo assim temos apenas 1 grupo possível, 
formado por estas pessoas. Podemos também 
observar que este é o resultado obtido da divi-
são da contagem da ordenação (de 5!) pelo 
desconto da não ordenação (5!), ou seja, trata-
se de uma situação de combinação e não de 
permutação como no item a. 

Prezado Professor, inclua o item a seguir na ati-
vidade para complementar o raciocínio combi-
natório. 

Quantos grupos diferentes de 2 pessoas podem 
ser formados com as pessoas presentes na sala? 

Neste caso devemos calcular a combinação de 
5 pessoas tomadas 2 a 2. Veja: 

C5,2 = 
5!

2! 3!
= 

5 ∙ 4 ∙ 3!
2 ∙3!

= 
20
2

 = 10 possibilidades 

Comentário 

A combinação simples pode ser definida como 
sendo um agrupamento dos elementos de um 
conjunto em subconjuntos. Na combinação 
simples a ordem dos elementos não é conside-
rada na formação dos subconjuntos, devendo 
ser considerado uma única vez na contagem 
da quantidade de combinações. A expressão 
matemática utilizada para encontrar as 

quantidades de combinações simples de um 
conjunto é representada por: 

C(n , p) = 
n!

p! ∙  (n – p)! 

ATIVIDADE 18 

Há 10 bolas em uma caixa, todas iguais com ex-
ceção da cor, sendo 4 bolas brancas e 6 bolas 
pretas. Quantos conjuntos de 4 bolas podem 
ser formados sendo: 

a) todas brancas

Observe que temos apenas 4 bolas de cor 
branca. Assim, temos apenas uma possibili-
dade de conjunto, contendo apenas bolas 
brancas. Podemos também observar que este 
é o resultado da divisão de 4! por 4!. (Combi-
nação de 4 bolas tomadas 4 a 4). 

b) duas brancas e duas pretas?

Primeiramente encontraremos todas as possi-
bilidades de agrupamentos de 2 bolas brancas 
calculando a combinação de 4 bolas tomadas 2 
a 2. 

C4, 2 = 
4!

2! ∙ 2!
= 

4 ∙ 3 ∙ 2
4

= 6 

Em seguida as possibilidades de agrupamen-
tos de duas bolas pretas calculando a combina-
ção de 6 bolas tomadas 2 a 2. 

C6, 2 = 
6!

2! ∙ 4!
= 

6 ∙ 5 ∙ 4!
2 ∙ 4!

= 
30
2

= 15 

Multiplicando as duas combinações temos 
15 ⋅ 6  = 90 possibilidades. 

ATIVIDADE 19 

Sobre a prateleira de um laboratório repousam 
8 substâncias diferentes. Quantas misturas dife-
rentes com iguais quantidades de 2 dessas 
substâncias podem ser feitas se: 

a) não houver qualquer restrição?
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Para a resolução deste item, observe que se 
trata de formar um conjunto não ordenado de 
dois elementos a partir de 8 disponíveis. Pode-
mos calcular a combinação de 08 elementos to-
mados 2 a 2. Veja: 

C8, 2= 
8!

2! ∙ 6!
= 

8 ∙ 7 ∙ 6!
2 ∙ 6!

=  

=
56
2

 = 28 possibilidades 

b) entre elas há 3 substâncias que não podem 
ser misturadas duas a duas por formarem 
um composto que exala gás tóxico? 

De acordo com o item anterior temos 28 possí-
veis agrupamentos de 2 substâncias com as 08 
disponíveis. Como 3 delas não podem se mis-
turar entre si, podemos calcular o total de agru-
pamentos tomados 2 a 2 com essas 3 substân-
cias e subtrair do valor total. 

C3, 2 = 
3!

2! ∙1!
= 

3 ∙ 2!
2!

 = 3 possibilidades 

Subtraindo do valor total temos: 28 – 3 = 25 
misturas diferentes. 

ATIVIDADE 20 

Uma seleção de basquete com 5 jogadores 
será formada por atletas escolhidos de apenas 
duas equipes A e B. Da equipe A, que possui 
12 atletas, serão selecionados 2, enquanto a 
equipe B, que possui 10 atletas, cederá 3 para 
a seleção. Se todos os atletas têm potencial 
igual de jogo, quantas seleções diferentes po-
derão ser formadas? 

Para a resolução deste problema, observe que 
um time de basquete é, claramente, um agru-
pamento não ordenável.  

Como temos duas categorias envolvidas, atle-
tas da equipe A e atletas da equipe B, trata-se 
de calcular individualmente a quantidade de 
grupos formados a partir de cada equipe para, 
no final, multiplicá-los e obter a quantidade to-
tal. 

• Grupos de 2 atletas obtidos a partir dos 12 
da equipe A: 

C12. 2 = 
12!

2! ∙ 10!
= 

12 ∙11 ∙10!
2 ∙ 10!

= 

= 
132
2

= 66 grupos 

• Grupos de 3 atletas obtidos a partir dos 10 
da equipe B: 

C10, 3= 
10!

3! ∙ 7!
= 

10 ∙ 9 ∙ 8 ∙ 7!
6 ∙ 7!

= 

= 
720
6

= 120 grupos 

Temos assim: 66 ⋅ 120 = 7.920 grupos distintos 
de 5 atletas, sendo 2 da equipe A e 3 da equipe 
B. 

ATIVIDADE 21 

A partir de um conjunto de 15 bolas iguais, a 
não ser pela cor (8 são brancas, 4 pretas e 3 
amarelas), serão formados grupos de 3 bolas. 
De quantas maneiras diferentes poderão ser 
formados esses grupos se não são desejáveis 
grupos que contenham bolas de uma única 
cor? 

Observe que podemos calcular, inicialmente, a 
quantidade de grupos indesejáveis, isto é, for-
mados apenas por bolas pretas, apenas por bo-
las brancas ou apenas por bolas amarelas, te-
mos: 

• Grupos não ordenáveis de 3 bolas brancas: 

C8, 3 = 
8!

3! ∙ 5!
= 

8 ∙7 ∙6 ∙5!
6 ∙5!

= 56 grupos 

• Grupos não ordenáveis de 3 bolas pretas: 

C4, 3= 
4!

3! ∙1!
= 

4 ∙ 3!
3!

 = 4 grupos 

• Grupos não ordenáveis de 3 bolas amarelas: 

C3, 3 =1 grupo 

Somando 61 possibilidades indesejáveis. 
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Em seguida, calculamos o total de grupos de 3 
bolas obtidos a partir das 15 bolas disponíveis. 

Total de grupos de 3 bolas obtidos a partir do 
total de 15 bolas: 

C15, 3 = 
15!

3! ∙ 12!
= 

15 ∙14 ∙13 ∙12!
6 ∙12!

  = 

= 
2730

6
= 455 grupos 

Por fim, subtraímos do total de grupos a quan-
tidade de grupos indesejáveis. 

Total de grupos de 3 bolas de 2 ou 3 cores:            
455 – 61 = 394 grupos. 

 

ATIVIDADE 22 

Na classe de Luiza e Roberta estudam, con-
tando com elas, 34 alunos. De quantas manei-
ras diferentes podem ser formados grupos de 
trabalho de 4 alunos se Roberta e Luiza não po-
dem participar juntas de um mesmo grupo? 

Uma possibilidade de raciocínio é, calcular a 
quantidade total de grupos de 4 alunos forma-
dos a partir dos 34 disponíveis: 

• Grupos não ordenáveis de 4 alunos: 

C34, 4= 
34!

4! ∙30!
= 

 =
34 ∙33 ∙32 ∙31 ∙30!

24 ∙30!
= 46.376 grupos 

Em seguida, calcular a quantidade de grupos 
de 4 alunos em que Luiza e Roberta participam 
juntas. 

• Grupos não ordenáveis de 4 alunos, dividi-
dos em dois subgrupos de 2 alunos: um com 
Luiza e Roberta e outro com 2 dos demais 32 
alunos: 

C32,  2= 
32!

2! ∙ 30!
= 

= 
32 ∙31 ∙30!

2 ∙30!
= 496 grupos 

Por fim, encontramos a diferença entre o total 
de grupos e número de grupos em que Luiza e 
Roberta estão juntas: 46.376 – 496 = 45.880 ma-
neiras diferentes. 

ATIVIDADE 23 

Dispomos de 8 pessoas para  formar  grupos de 
trabalho. De quantas maneiras diferentes o 
grupo poderá ser formado se dele partici-
par(em): 

a) apenas uma das 8 pessoas? 

Com apenas 1 elemento no grupo, poderemos 
formar 8 grupos diferentes. 

b) duas das 8 pessoas? 

Com duas pessoas, teremos a seguinte quanti-
dade duplas: 

C8, 2 = 
8!

2! ∙6!
 = 

8 ∙7 ∙6!
2 ∙6!

= 
56
2

 = 28 duplas 

 três das 8 pessoas? 

Com três pessoas, teremos a seguinte quanti-

dade de trios:C8, 3 = 8!
3! ∙ 5! 

= 8  ∙7  ∙6  ∙5!
6 ∙ 5!

= 56 trios 

d) quatro das 8 pessoas? 

Com quatro pessoas, teremos a seguinte quan-
tidade de grupos: 

C8, 4 = 
8!

4! ∙ 4!
=  

=
8 ∙ 7 ∙  6 ∙ 5 ∙ 4!

24 ∙ 4!
= 

1680
24

=70 quartetos 
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ATIVIDADE 24 

Em uma sala há n pessoas com as quais forma-
remos grupos, ordenáveis ou não. De quantas 
maneiras diferentes podemos formar o grupo 
se ele tiver: 

a) apenas 1 elemento? 

Serão n maneiras diferentes de formar grupo 
com 1 único elemento. 

b) 2 elementos? 

• Grupos ordenáveis, de  2 elementos, dis-
pondo de n possibilidades, temos:  

n ∙ (n –1) 

• Grupos não ordenáveis nessa condição 
pode ser observada em: 

Cn, 2 = 
n!

2! ∙ (n  –  2!) = 
n ∙ (n  - 1) ∙ (n  – 2)!

2! ∙ (n  –  2)!
= 

=  
n – (n –1)

2! 
 

c) 3 elementos? 

• Grupos ordenáveis de 3 elementos, dis-
pondo de n possibilidades, temos que: 

n ∙ (n – 1) ∙ (n – 2) 

• Grupos não ordenáveis nessa condição po-
dem ser observadas em: 

Cn, 3 = 
n!

3! ∙ (n – 3)! 
= 

= 
n ∙ (n – 1) ∙ (n – 2) ∙ (n – 3)!

3 ∙ (n – 3)!
= 

= 
n ∙ (n – 1) ∙ (n – 2) 

3!
 

d) 4 elementos? 

• Grupos ordenáveis de 3 elementos, dis-
pondo de n possibilidades, temos que: 

n ∙ (n – 1) ∙ (n – 2) ∙ (n – 3) 

• Grupos não ordenáveis nessa condição po-
dem ser observadas em: 

Cn, 4 = 
n!

4! ∙ (n – 4)!
= 

= 
n ∙ (n – 1)∙ (n –  2) ∙ (n – 3) ∙ (n – 4)!

4! ∙ (n – 4)!
= 

= 
n ∙ (n – 1) ∙ (n – 2 ) ∙ (n - 3)

4!
 

e) p elementos, p < n? 

• Grupos ordenáveis de p elementos, dis-
pondo de n: 

n ∙ (n - 1) ∙ (n - 2) ∙ (n - 3) ⋯ [n - (p - 1)] 

• Grupos não ordenáveis nessa condição po-
dem ser observáveis em: 

Cn, p = 
n ∙ (n – 1) ∙ (n – 2) ∙ (n – 3) ⋯ [n – (p – 1)]

p!
 

ATIVIDADE 25 

Em dupla, elabore um problema como os exer-
cícios anteriores envolvendo análise combina-
tória. Troque o exercício elaborado com outra 
dupla que terá a missão de resolver e socializar 
com a turma. Vocês podem auxiliar a dupla que 
ficou responsável em resolver o problema ela-
borado. 

Registre no seu caderno o problema elaborado 
e a resolução. 

Comentário: 

Livre criação do aluno. Contudo, a mediação 
do professor torna esta atividade uma forma de 
acompanhamento das habilidades desenvolvi-
das até aqui, e como o aluno organiza as infor-
mações para expressá-las na forma escrita e 
contextualizada. É importante a troca de sabe-
res tanto no momento da escrita, quanto nas 
diferentes resoluções que possam surgir. Valo-
rizar este momento é possibilitar o desenvolvi-
mento dos saberes matemáticos em constru-
ção, pois é a hora de o aluno colocar em jogo 
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tudo o que aprendeu, posicionar-se para de-
fender as concepções adquiridas até o mo-
mento e sua linha de raciocínio. 

ATIVIDADE 26 

Sete pessoas, 3 meninas e 4 meninos, entram 
em um cinema e vão ocupar 7 cadeiras. Uma 
pessoa em cada cadeira, colocadas lado a lado. 
De quantas maneiras diferentes essa ação po-
derá ser realizada se: 

a) não houver qualquer restrição? 

Temos: 7 ⋅ 6 ⋅ 5 ⋅ 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 7! = 5 040 maneiras. 

b) na primeira cadeira sentar um menino e na 
última uma menina? 

Observemos que, na primeira cadeira apenas 
os homens podem se sentar. Temos assim: 
4._._._._._._. 

Na última, apenas as mulheres, ou seja, 
4._._._._._.3. 

Temos, então, que para a primeira há 4 possi-
bilidades e na última 3 possibilidades. Assim, 
restam 5 pessoas em posições intermediárias, 
entre homens e mulheres, para se sentarem,. 
nas 5 cadeiras restantes. Logo, para a segunda 
cadeira, tem-se 5 possibilidades, para a ter-
ceira, 4 possibilidades, e assim por diante: 

4 ∙ 5 ∙ 4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ 3 =1440 

c) duas meninas sempre ficarem lado a lado? 

Considerando as duas meninas como uma só 
pessoa, teremos 6 pessoas para 6 lugares, isto 
é, 6!. Precisamos, entretanto, permutar a or-
dem entre as duas meninas. Assim, temos                  
6! ⋅ 2 = 1 440 

d) todas as meninas ficarem lado a lado? 

Para a resolução deste item, vamos calcular a 
permutação das meninas entre si: 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 6, e 
a permutação dos meninos entre si:                                 
4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1= 24. Temos então: 6 ⋅ 24 = 1446 pos-
sibilidades.

E, por fim, multiplicamos o resultado por 5, pois 
são os possíveis lugares, intercalando entre os 
grupos de meninos e o grupo de meninas. Por-
tanto, 144 ⋅ 5 = 720 maneiras. 

e) todas as meninas ficarem lado a lado e os 
meninos também? 

3 ⋅ 2 ⋅ 1 ⋅ 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 3! ⋅ 4! = 144, ainda temos 
de multiplicar esse resultado por 2, referente à 
troca de ordem, primeiro as meninas ou pri-
meiro os meninos. Portanto, 144 ⋅ 2 = 288 ma-
neiras. 

ATIVIDADE 27 

A fim de angariar fundos para uma viagem de 
estudos com sua turma, um professor de Mate-
mática organizou uma rifa. Para tanto, ele im-
primiu a maior quantidade possível de bilhetes 
contendo um número de 4 algarismos distintos. 
Depois, vendeu esses bilhetes a R$ 2,00 cada 
um para comprar as passagens que custavam, 
ao todo, R$ 4 000,00. Supondo que o professor 
tenha vendido todos os bilhetes, responda: ele 
conseguiu ou não comprar todas as passa-
gens? 

Considerando que 0 não pode estar na pri-
meira posição, pois se trata de números com 4 
algarismos, e que os algarismos são distintos, 
temos: 9 ⋅ 9 ⋅ 8 ⋅ 7 = 4 536 números; multipli-
cando o resultado obtido pelo preço de cada 
bilhete, temos: 4 536 ⋅ 2 = R$ 9 072,00 arrecada-
dos. Portanto, o professor conseguiu, sim, com-
prar as passagens. 
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ATIVIDADE 28 

Em uma arquibancada há 12 pessoas sentadas, 
sendo que na fileira de trás estão 5 homens e 
uma mulher. Na fileira da frente estão 4 homens 
e 2 mulheres. Entre as pessoas deste grupo, 
duas, da fileira da frente, usam óculos, e dois 
homens da fileira de trás, também. Pensando 
apenas nas pessoas da fileira de trás, de quan-
tas maneiras elas podem trocar as posições en-
tre si: 

a) sem qualquer restrição? 

6! = 720 maneiras. 

b) de modo que as duas pessoas de óculos fi-
quem sempre separadas? 

Vamos calcular o total de filas em que duas pes-
soas de óculos estejam juntas e subtrair do to-
tal calculado no item a, logo:                                        
2 ⋅ 1 ⋅ 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 48; multiplicando esse resul-
tado por 5, pois são os possíveis lugares que as 
duas pessoas de óculos poderão ocupar, te-
mos: 48 ⋅ 5 = 240 maneiras. Portanto,                       
720 – 240 = 480 maneiras em que as pessoas de 
óculos estão separadas. 

c) de modo que a mulher esteja sempre entre 
os dois homens que usam óculos? 

Considerando os dois homens de óculos e a 
mulher como sendo uma única pessoa, tere-
mos, portanto, 4 pessoas, ou seja, 4! = 24 ma-
neiras. Multiplicando o resultado obtido por 2, 
referente à troca de ordem dos homens de 
óculos, temos: 24 ⋅ 2 = 48 maneiras em que a 
mulher está entre os 2 homens de óculos. 

ATIVIDADE 29 

Pensando apenas nas pessoas da fileira da 
frente, de quantas maneiras elas podem trocar 
as posições entre si:

 

a) se as duas pessoas que usam óculos estive-
rem sempre lado a lado? 

Considerando as duas pessoas de óculos como 
sendo uma só, teremos 5! (5 pessoas). É preciso 
multiplicar 5! por 2, referente à troca de posi-
ção entre as duas pessoas. Logo:                                     
5! ⋅ 2 = 120  ⋅ 2 = 240 maneiras. 

b) se os homens sempre ficarem juntos e as 
mulheres também? 

•  Homens juntos em qualquer ordem = 4!; 

• Mulheres juntas em qualquer ordem = 2!; 

• Homens juntos e mulheres também:                 
4! ⋅ 2! ⋅ 2 = 96. 

ATIVIDADE 30 

Uma das pessoas sentadas será sorteada ao 
acaso. Qual é a probabilidade de que seja sor-
teado um homem da fileira da frente? 

Na fila da frente estão sentados 4 homens, 

logo: p = 4
12

 ≅ 33,3% 

ATIVIDADE 31 

Se foram sorteadas duas pessoas, uma da fileira 
da frente e outra da fileira de trás, qual é a pro-
babilidade de que sejam sorteadas duas pes-
soas de óculos? 

2
6

 ∙ 
2
6

= 
4

36
 = 

1
9

 ≅11,11% 



57 

Tema 4: Estudando as probabilidades 

ATIVIDADE 1 

Leia o trecho a seguir retirado do texto “O difícil acaso” do livro “A matemática das coisas”. Autor: 
Nuno Crato (adaptado) 

UM FATO CURIOSO! 

“...No século XVIII, o naturalista francês Georges Louis Leclerc (1707-1788), conhecido dos matemáti-
cos como Conde de Buffon, resolveu fazer uma experiência. Ele, ou talvez algum dos seus criados, 
lançou uma moeda ao ar 4040 vezes e obteve 2084 vezes “cara”. Já no século XX, o estatístico inglês 
Karl Pearson (1857- 1936) repetiu a experiência 24 mil vezes, obtendo 12012 caras. Durante a guerra, 
um matemático inglês prisioneiro dos Nazis ocupou o tempo da mesma forma, contando 5067 caras 
em dez mil lançamentos. Estes dados sugerem que uma moeda pode ser um razoável instrumento 
aleatório quando há um equilíbrio entre dois resultados possíveis. Se o leitor quiser repetir estas ex-
periências, terá de ter cuidado e apanhar a moeda ainda no ar - quando se deixa a moeda rolar pelo 
chão antes de assentar numa das faces, a diferença de desenho dos dois lados favorece habitualmente 
um deles...” 

Prezado(a) Professor(a), ao término da leitura do texto, apresente aos estudantes a seguinte questão 
norteadora: Sendo o total de lançamentos o espaço amostral, calcule a proporção de ocorrências de 
“cara” de cada matemático. 

Veja a sugestão de resolução, após o desenvolvimento da atividade 3. 

ATIVIDADE 2 

Considerando a probabilidade experimental apresentada, em dupla complete a tabela a seguir lan-
çando uma moeda 20 vezes. Utilize C para cara e K para coroa. 

 

Lançamentos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Resultado           

 

Lançamentos 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

Resultado           

a) a partir da sua experimentação, calcule a probabilidade de sair cara no lançamento de uma mo-
eda. 

Veja a sugestão de resolução, após o desenvolvimento da atividade 3. 
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ATIVIDADE 3 

Repita a experimentação com o lançamento da 
moeda e complete a tabela a seguir 

 

Lançamentos 20 40 60 

Nº de ocorrên-
cias de cara (C)    

Probabilidade 
experimental    

a) analisando os resultados da probabilidade 
experimental, o que podemos concluir? 

Atividades 1, 2 e 3 

O estudo dos fenômenos que envolviam deter-
minadas possibilidades fez surgir a Probabili-
dade. Alguns livros indicam que o surgimento 
da teoria das probabilidades teve início com os 
jogos de azar disseminados na Idade Média. 
Esse tipo de jogo é comumente praticado por 
meio de apostas. Na ocasião também era utili-
zado no intuito de antecipar o futuro, por isso é 
comum encontrarmos muitos problemas envol-
vendo dados, cartas de baralho e moedas. As 
estratégias didáticas, propostas nas atividades a 
seguir, desenvolverão habilidades importantes 
que partem da análise e descrição dos espaços 
amostrais até o raciocínio combinatório, propi-
ciando a diversidade de etapas de avaliação. 
Uma dessas etapas pode ser realizada em du-
plas ou trios de alunos, uma vez que a compara-
ção entre diferentes estratégias de raciocínio 
permite compreender a situação-problema sob 
o ponto de vista mais amplo, estimulando-se 
tanto a escolha de estratégias mais eficientes, 
quanto a recuperação de estratégias anterior-
mente mobilizadas em situações semelhantes. 

Caro professor, analise as sugestões de resolu-
ção das questões propostas sem deixar de vali-
dar e considerar o raciocínio lógico dedutivo e 
quantitativo dos alunos. 

Para o desenvolvimento dessas atividades suge-
rimos a organização dos alunos em duplas os 

quais vivenciarão um experimento semelhante 
ao realizado por matemáticos que desenvolve-
ram a teoria das probabilidades. É importante 
comentar com seus alunos que o resultado se 

aproxima de 1
2
  à medida que o número de repe-

tições do experimento aumenta e que, dificil-
mente, o resultado do quociente do número de 

caras do total de lançamentos é exatamente 1
2
. 

Destaque que o valor 1
2
  é a probabilidade, mas 

que, na prática, isso não significa que 1
2
  dos lan-

çamentos resulta em cara e a outra metade, em 
coroa.  Outro fator importante, é o relato escrito 
dos alunos quanto ao desenvolvimento do ex-
perimento e o cálculo das probabilidades, que 
poderá ser explorado na forma fracionária, deci-
mal e porcentagem. Veja a probabilidade de 
cada matemático nos experimentos: 

• Georges Louis Leclerc: 

2084
4040

 ≅ 0,5158  

• Karl Pearson 

12012
24000

= 0,5005 

• Prisioneiro dos Nazis: 

5067
10000

= 0,5067 

ATIVIDADE 4 

Descreva o espaço amostral para cada uma das 
situações a seguir: 

a) no lançamento de 01 dado não viciado; 

A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

b) no lançamento de dois dados não viciados; 

Veja tabela a seguir: 
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 1 2 3 4 5 6 

1 (1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6) 

2 (2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6) 

3 (3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6) 

4 (4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6) 

5 (5, 1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6) 

6 (6, 1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6) 

 

c) no lançamento de uma moeda 3 vezes con-
secutivas; 

Seja C = cara e K = coroa temos o espaço amos-
tral no lançamento de 3 moedas: 

C = {KKK, KKC, KCC, KCK, CCC, CCK, CKK, 
CKC} 

d) escolher, aleatoriamente um homem e uma 
mulher em grupo de 8 pessoas com 03 ho-
mens e 05 mulheres; 

Seja H = homem e M = mulher, temos o espaço 
amostral de 08 pessoas sendo 3 homens e 5 mu-
lheres representado por                                                    
D = {H, H, H, M, M, M, M, M} 

e) escolher uma carta de um baralho completo. 

Um baralho completo tem 52 cartas. Veja: 

 
BARALHO COMPLETO 

CARTAS 
VERMELHAS 

CARTAS 
PRETAS 

♥ ♦ ♣ ♠ 
A A A A 

2 2 2 2 

3 3 3 3 

4 4 4 4 

5 5 5 5 

6 6 6 6 

7 7 7 7 

8 8 8 8 

9 9 9 9 

10 10 10 10 

J J J J 

Q Q Q Q 

K K K K 

 

ATIVIDADE 5 

A professora Paula da 2ª série A começou a aula 
de probabilidade com um desafio, colocou so-
bre a mesa 50 fichas numeradas de 01 a 50 e pe-
diu para três alunos, Ana, Carla e Marcos, res-
pectivamente, retirarem uma ficha cada um sem 
colocar de volta e perguntou aos demais: 

a) qual a probabilidade de Ana retirar uma ficha 
com um número múltiplo de 08? 

Evento: E = {8, 16, 24, 32, 40, 48}, assim                     
N(E) = 6 ; 

Espaço amostral: 1 a 50, N(Ω) = 50 

P = 
N(E)
N(Ω) = 

6
50

= 
3

25
= 0,12 =12% 

D1 

D2 
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b) qual a probabilidade de Carla retirar uma ficha que tenha um número primo? 

E= {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47} 

N(E) = 15 

Ω = 49 números (uma carta com um número composto já foi retirada por Ana). 

P= 
N(E)
N(Ω)

= 
15
49

 = 0,3061 = 30,61%  

c) qual probabilidade de Marcos ter tirado um número múltiplo de 15? 

E = {15, 30, 45} 

N(E) = 3 

N(Ω) = 48 

P= 
N(E)
N(Ω)

= 
3

48
= 

1
16

=0,0625 = 6,25%  

d) o que mudaria nos cálculos de probabilidade se cada um que retirasse a ficha colocasse de volta 
na mesa antes do outro aluno retirar? 

Se houvesse a reposição, o espaço amostral seria 50 em todos os eventos, e diminuiria a probabili-
dade nos itens b e c. 

No item a) 0,12 = 12%, b) 0,3 = 30% e c) 0,06 = 6%. 

ATIVIDADE 6 

O dodecaedro é um poliedro regular com 12 faces. As figu-
ras a seguir mostram a planificação e um dodecaedro com 
suas faces numeradas de 01 a 12. 

Ao lançar esse dodecaedro, com relação às faces voltadas 
para cima encontre: 

 

 

Fonte: Elaborada pelo autor 

Espaço amostral Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} para os itens de a) até d). 

a) a probabilidade de cair um número par; 

E = {2, 4, 6, 8, 10, 12},  

P = 6

12
 = 1

2
= 0,5 = 50%  
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b) a probabilidade de cair um número primo; 

E = {2, 3, 5, 7, 11} 

P = 
5

12
= 0,416 = 41,6% 

c) a probabilidade de cair um número par e primo; 

E = {2} 

P = 
1

12
= 0,0833 = 8,33% 

d) a probabilidade de cair um primo ou par; 

E = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12} 

P = 
10
12

= 0,833 = 83,3% 

e) a probabilidade de cair um número par e um número ímpar respectivamente em dois lançamen-
tos. 

N(Ω) = 12 ⋅ 12 = 144 possibilidades. N(E) = 36 possibilidades. (temos 72 possibilidades de cair primeiro 
um número par, ([Par, Par] e [Par, Ímpar]), porém em apenas 36 delas o segundo número será ímpar). 

P = 
36
144

 = 
1
4

 = 25%

ATIVIDADE 7 

No lançamento de um dado não viciado o resul-
tado foi um número maior do que 3, qual é a 
probabilidade de esse ser um número par? 

Este problema é de probabilidade condicional e 
teremos duas possibilidades de encontrar a so-
lução: 

A = {4, 5, 6} número maior que 3 no lançamento 
do dado. 

B = {4, 6} número par e maior que 3 no lança-
mento do dado. 

P= 
2
3

= 0,666 = 66,6% 

Podemos, também, usar a relação de probabili-
dade condicional: 

P = (B A⁄ ) = 
P(A∩B)

P(A)  

A = {ser maior que 3} = {4, 5, 6} 

B = {ser par} = {2, 4, 6} 

A ∩ B = {ser maior que 3 e ser par} = {4, 6} 

Assim, também, teremos 2 eventos em um uni-
verso de 3 possibilidades. 

P = 
2
3

= 0,666= 66,6% 
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ATIVIDADE 8 

(Enem 2013) Uma loja acompanhou o número 
de compradores de dois produtos, A e B, du-
rante os meses de janeiro, fevereiro e março de 
2012. Com isso, obteve este gráfico: 

 

 

 

 

 

 

A loja sorteará um brinde entre os compradores 
do produto A e outro brinde entre os compra-
dores do produto B. Qual a probabilidade de 
que os dois sorteados tenham feito suas com-
pras em fevereiro de 2012? 

(A) 1/20 

(B) 3/242 

(C) 5/22 

(D) 6/25 

(E) 7/15 

Registre seu raciocínio para assinalar a alterna-
tiva correta. 

A probabilidade de dois eventos independentes 
ocorrerem simultaneamente é calculada por 
meio do produto das probabilidades de cada 
um ocorrer separadamente. 

A probabilidade do ganhador do sorteio dos 
compradores do produto A ter realizado a com-
pra no mês de fevereiro é de 30 100⁄ , pois 30 fi-
zeram a compra em fevereiro em um total de:   
10 + 30 + 60 = 100 produtos A comprados. Já a 
probabilidade para o produto B é de 20 120⁄ , 
pois 20 compraram em fevereiro em um total de 
20 + 20 + 80 = 120 produtos B. 

Assim a probabilidade pedida é de: 

30
100

 ∙ 
20
120

 = 
3

10
 ∙ 

1
6

 = 
1

10
 ∙ 

1
2

 = 
1

20
 

Portanto, alternativa (A) correta. 

ATIVIDADE 9 

Um Buffet comprou em uma liquidação de fá-
brica duas caixas com pratos de porcelana de 
marcas diferentes A e B porém alguns pratos es-
tavam com defeito. A porcentagem de pratos 
defeituosos, respectivamente, nas caixas A e B é 
de 15% e de 5%. Foram misturados, numa caixa 
100 pratos do tipo A  e 100 pratos do tipo B. Se 
tirarmos um prato ao acaso e ele for defeituoso, 
a probabilidade de que ele seja da marca A é de 

(A) 10% 

(B) 15% 

(C) 30% 

(D) 50% 

(E) 75% 

 

A caixa possui um total de 200 pratos de porce-
lana e há 15¨% de 100, que corresponde a  15 
pratos defeituosos do tipo A e 5% de 100 que 
corresponde a 5 pratos defeituosos do tipo B. 
Logo, há um total de 20 pratos defeituosos no 
total. Como já foi detectado que o prato reti-
rado é defeituoso, o espaço amostral fica redu-
zido de 200 para 20. 

 

Pratos Tipo 
A 

Tipo 
B 

Tipo 
C 

Defeituosos 15 5 20 

Não defeituosos 85 95 180 

Total 100 100 200 

P= (A Defeituoso⁄ ) = 
15
20

 = 
3
4

= 0,75 = 75% 

Alternativa  (E) 
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ATIVIDADE 10 

(ENEM) As 23 ex-alunas de uma turma que com-
pletou o Ensino Médio há 10 anos se encontra-
ram em uma reunião comemorativa. Várias  de-
las haviam se casado e tido filhos.  A distribuição 
das mulheres, de acordo com  a quantidade de 
filhos, é mostrada no gráfico mostrado. 

 

 

 

 

 

 

Um prêmio foi sorteado entre todos os filhos 
dessas ex-alunas. A probabilidade de que a cri-
ança premiada tenha sido um(a) filho(a) é: 

(A) 1
3�  

(B) 1
4�  

(C) 7
15�  

(D) 7 23�  

(E) 7
25�  

Professor, atente-se ao fato de que o filho sorte-
ado é o filho único. 

Ao analisar o gráfico, obtemos a quantidade to-
tal de filhos: 

• 08 mulheres não tem filhos: 8 ⋅ 0 = 0; 

• 07 mulheres têm apenas 01 filho: 7 ⋅ 1 = 7; 

• 06 mulheres têm 02 filhos: 6 ⋅ 2 = 12 filhos; 

• 02 mulheres têm 03 filhos: 2 ⋅ 3 = 6 filhos. 

Logo, a quantidade total de filhos é: 

0 + 7 + 12 + 6 = 25. 

Desse total, 7 são filhos únicos, portanto a pro-
babilidade de escolhermos um filho único é: 

7
25

= 28% 

Alternativa (E) 

 

Atenção para as próximas atividades! 

Uma vez discutidos o cálculo de probabilidades 
de ocorrência de eventos que dispensam o ra-
ciocínio combinatório, e também os casos de 
formação de grupos ordenáveis e não ordená-
veis, as próximas atividades (11 a 24), apresen-
tarão aos alunos o cálculo de probabilidades de 
eventos que exigem a mobilização do raciocínio 
combinatório. Os casos mais comuns de proba-
bilidade envolvendo raciocínio combinatório 
estão associados à formação de grupos não or-
denáveis, sendo esse o principal aspecto que 
merece atenção no desenvolvimento metodo-
lógico que ora será proposto. 

Com base nessas premissas, propomos que o 
professor apresente à turma alguns problemas 
típicos e que, na discussão sobre o “como resol-
ver”, chame a atenção dos alunos para a ques-
tão da ordenação dos sorteios e para a impor-
tância dos fatoriais nessas situações. Apresenta-
mos, em seguida, algumas dessas situações-
problema, acompanhadas de resolução e even-
tuais comentários que julgamos importante sa-
lientar. 

ATIVIDADE 11 

Considere a seguinte situação: duas pessoas se-
rão sorteadas de um grupo formado por 8 pes-
soas, em que 3 são homens e 5 mulheres. Para 
essa situação, calcule a probabilidade de ocor-
rência de: 

a) dois homens: 

p = 
3
8

 ∙ 
2
7

 =  
3
4

 ∙ 
1
7

 = 
3

28
 ≅ 10,7%  

  

8
7

6

2

0

2

4

6

8

10

sem filhos 1 filho 2 filhos 3 filhos 
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b) duas mulheres: 

p = 
5
8

 ∙ 
4
7

 = 
5
2

 ∙ 
1
7

 = 
5

 14 
  ≅ 35,7% 

c) uma pessoa de cada sexo: 

p (Homem e Mulher) = 
3
8

 ∙ 
5
7

= 
15
56

 ≅ 26,8%  

p (Mulher e Homem) = 
5
8

 ∙ 
3
7

 = 
15
56

 ≅ 26,8% 

Ou seja: 

p(1 pessoa de cada sexo) ≅  2 ⋅ 26,8% ≅ 53,6% 

ATIVIDADE 12 

Calcule a soma dos resultados que você  obteve 
nos itens a, b e c da atividade anterior e, se não 
obtiver 100%, descubra o que está errado. 

10,7% + 35,7% + 53,6% = 100%, portanto, os cál-
culos da atividade 11 estão corretos. 

Veja: 

�
3

28
� + �

5
14

� + �2 ∙ 
15
56

� = 
6

56
+ 

20
56

+ 
30
56

 = 
56
56 

=1 

ATIVIDADE 13 

Será realizado um sorteio de 3 pessoas entre 8, 
em um grupo formado por 5 mulheres e 3 ho-
mens. Determine a probabilidade de que sejam 
sorteados: 

a) um homem, outro homem e uma mulher, 
nessa ordem; 

p = 
3
8

 ∙ 
2
7

 ∙ 
5
6

 = 
1
4

 ∙ 
1
7

 ∙ 
5
2

 = 
5

56
 ≅ 8,9% 

b) dois homens e uma mulher, em qualquer or-
dem; 

p = 
3
8

 ∙ 
2
7

 ∙ 
5
6

 ∙ 3 = 
1
4

 ∙ 
1
7

 ∙ 
5
2

 ∙3 = 
5

56
 ∙3 ≅ 26,8% 

(Multiplica-se pelas 3 possibilidades: HHM, 
MHH e HMH) 

c) um homem, uma mulher e outra mulher, 
nesta ordem; 

p = 
3
8

 ∙ 
5
7

 ∙ 
4
6

 = 
1
2

 ∙ 
5
7

 ∙ 
1
2

= 
5

28
 ≅ 17,9% 

d) um homem e duas mulheres, em qualquer 
ordem. 

p= 
3
8

 ∙ 
5
7

 ∙ 
4
6

 ∙3 = 
5

28
 ∙ 3 ≅ 53,6%  

(Multiplica-se pelas 3 possibilidades: MMH, 
HMM e MHM). 

ATIVIDADE 14 

Considere um cofre com 3 rodas de fechaduras 
sendo cada uma delas com 12 letras (A a L). 

a) quantas combinações serão possíveis ao es-
colher uma letra para cada roda? 

Considere as 12 letras em cada roda: A, B, C, D, 
E, F, G, H, I, J, K, L. 

Temos 12 possibilidades em cada roda, então 
o total de combinações será: 

12 ⋅ 12 ⋅ 12 = 1728. 

b) o dono desse cofre esqueceu o segredo, po-
rém lembra que as letras da primeira e se-
gunda roda são vogais diferentes e na última 
é uma consoante. Quantos são os códigos 
que satisfazem essa condição? 

Temos 03 vogais {A, E, I} e 09 consoantes {B, C, 
D, F, G, H, J, K, L}, considerando que nas duas 
primeiras temos duas vogais diferentes e na ter-
ceira uma consoante, o total de combinações 
será: 

3 ⋅ 2 ⋅ 9 = 54 códigos diferentes. 

c) qual a probabilidade de o dono do cofre 
acertar na primeira tentativa? 

A probabilidade de acertar na primeira tentativa 

é: P = 1
54�  ≅ 0,0185 =1,85% 
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ATIVIDADE 15 

Em grupo, elabore um problema como o exer-
cício anterior envolvendo segredos de cofre 
com números. Troque o exercício elaborado 
com outro grupo que terá a missão de resolver 
e socializar com a turma. O seu grupo poderá 
auxiliar o grupo que ficou responsável em resol-
ver o que foi elaborado por você. 

Registre no seu caderno de anotações, o pro-
blema elaborado pelo grupo e sua resolução. 

Comentários: 

Professor, salientamos que a habilidade desen-
volvida prevê, além da resolução, a elaboração 
de problemas. A proposta desta atividade é or-
ganizar os alunos em grupos produtivos para a 
elaboração de um problema tendo como mo-
delo a atividade anterior (nº 14). Além da elabo-
ração, sugerimos que os grupos troquem entre 
si o que foi elaborado para que o outro grupo 
possa tentar encontrar a solução do problema e 
socializar com toda a turma. 

Observamos que por se tratar de uma livre cria-
ção do aluno a atividade poderá ser uma forma 
de avaliação e que o acompanhamento do pro-
fessor torna essa atividade uma forma de verifi-
cação  das habilidades desenvolvidas até aqui, 
assim como o aluno organiza as informações 
para expressá-las de forma escrita e contextua-
lizada. Valorizar esta construção é possibilitar o 
desenvolvimento dos saberes matemáticos em 
construção, pois é o momento de o aluno colo-
car em prática tudo o que aprendeu, e posicio-
nar-se para defender suas percepções. 

ATIVIDADE 16 

Joaquim guarda suas economias em uma caixa, 
ao verificar o que já tinha guardado constatou 
que tinha na caixa: 3 notas de R$100,00; 5 notas 
de R$ 50,00; 6 notas de R$10,00 e 8 notas de R$ 
5,00. Se ele retirar da caixa duas notas simulta-
neamente e ao acaso, qual a probabilidade de 
que uma seja uma de R$100,00 e a outra de 
R$50,00 em qualquer ordem? 

No total, temos 22 notas na caixa. Ao retirar a 
primeira nota haverá 22 notas na caixa e ao reti-
rar a segunda nota, haverá 21 notas na caixa, 
sendo: 

• 3 notas de R$ 100,00; 

• 5 notas de R$ 50,00. 

Assim, temos que: 

p = �
3

22
�  ∙ �

5
21

� + �
5

22
�  ∙ �

3
21

� 

p = �
15
462

� + �
15
462

� 

p = �
30
462

� 

p ≅ 0,0649 ≅ 6,49% 

ATIVIDADE 17 

Uma pessoa joga uma moeda quatro vezes, qual 
a probabilidade de sair CARA nas quatro joga-
das. 

Podemos encontrar a quantidade de eventos  
do espaço amostral calculando:          

24= 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 =16  eventos possíveis. 

(Número de possibilidades no lançamento de 
uma moeda, cara ou coroa (2), elevado ao nú-
mero de lançamentos consecutivos (4)). 

Eventos favoráveis: 1 evento (C, C, C, C), então 
a probabilidade (P) será: 

(P) = 
1

16
= 0,0625 = 6,25% 

  



66 
ATIVIDADE 18 

Foi realizada uma pesquisa com todos os 1000 
alunos de uma escola de ensino fundamental e 
médio com relação à preferência no uso de re-
des sociais. Foi constatado que 400 alunos pre-
ferem utilizar a rede social A, 300 preferem a 
rede social B e 200 alunos disseram que ambas 
são utilizadas igualmente. Escolhendo-se um 
aluno ao acaso, qual a probabilidade desse 
aluno preferir a rede social A ou B? 

Comentário: 

Nesta atividade a teoria dos conjuntos facilitará 
a identificação da quantidade exata do número 
de alunos que preferem exclusivamente uma 
das redes sociais A ou B. Para isso utilizaremos 
o Diagrama de Venn. 

 

 

 

 

 

N(A * B) =N(A)+N(B) – N(A ∩ B)= 

= 400 + 300 – 200 = 500 

Então: 

P (A ∪B) = 
500
1000

= 
1
2

= 0,5 = 50% 

ATIVIDADE 19 

No jogo de loteria oficial Mega-Sena, um apos-
tador escolhe no mínimo 6 dezenas entre 60. 
São sorteadas 6 dezenas e o ganhador do prê-
mio maior deve ter escolhido todas as dezenas 
sorteadas. Qual é a probabilidade de um apos-
tador que escolheu 8 dezenas ganhar o maior 
prêmio? 

Supondo que o apostador acertou todas as de-
zenas, como pede o enunciado da questão, não 
será necessário considerar a troca de ordem dos 
sorteios, uma vez que há apenas uma categoria 
envolvida: acertos. 

Desta forma a probabilidade de 6 acertos em 6 
sorteios tendo escolhida 8 dezenas, será: 

P= 
8

60
 ∙ 

7
59

 ∙ 
6

58
 ∙ 

5
57

 ∙ 
4

56
 ∙ 

3
55�������������������

6 sorteios

= 0,000056% 

ATIVIDADE 20 

Qual é a probabilidade de o apostador descrito 
no enunciado da atividade anterior acertar 4 das 
6 dezenas sorteadas? 

Fixaremos uma ordem para os resultados do 
sorteio. Calcularemos a probabilidade dessa or-
denação e, em seguida, introduziremos o fator 
que considera a troca de ordem. A ordem fixada 
será esta: Acerto, Acerto, Acerto, Erro, Erro. 

P(A, A, A, A,  E, E) = 
8

60
 ∙ 

7
59

 ∙ 
6

58
 ∙ 

5
57

 ∙ 
52
56

 ∙ 
51
55

  

Então: 

P(A, A, A,  A, E, E) ≅ 0,012% 

É preciso atentar para os dois últimos fatores 
dessa multiplicação, que correspondem à 
chance de erros. Nesse caso, devemos lembrar 
que são 60 dezenas no total e que o apostador 
escolheu 8 delas. Assim, há 52 dezenas não es-
colhidas e que poderão ser sorteadas no caso 
de o apostador não ter sucesso em suas esco-
lhas. 

O fator que considera todas as ordenações pos-

síveis entre os 6 elementos AAAAEE é este: 6!

4!2!
. 

Assim, a possibilidade de 4 acertos, portanto, de 
2 erros, em 6 sorteios consecutivos é esta: 

P(4 acertos e 2 erros em 6 sorteios)= 

= 8

60
 ∙ 7

59
 ∙ 6

58
 ∙ 5

57
 ∙ 52

56
 ∙ 51

55�����������������
6 sorteios

 ∙ 6!

4!2!
= 0,18%  

200 200 100 

500 
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ATIVIDADE 21 

Em uma caixa há 20 bolas iguais, a não ser pela 
cor. Dessas bolas, 1/4 é verde, 2/5 são amarelas 
e o grupo restante é formado apenas por bolas 
da cor rosa. Serão realizados três sorteios com 
reposição de uma bola a cada vez. Nessa condi-
ção, uma mesma bola pode ser sorteada mais 
de uma vez. Qual é a chance de serem sortea-
das: 

a) bolas de uma única cor? 

As frações 1

4
 e 2

5
 determinam as razões na caixa 

de bolas, respectivamente, das cores verde e 
amarela. A razão referente às bolas da cor rosa 
é: 

1 – �
1
4

+ 
2
5

�  = �
7

20
� 

Essas frações correspondem, portanto, à proba-
bilidade de cada cor, uma vez que podemos ter 
bolas verdes, bolas amarelas ou bolas da cor 
rosa. Assim, trata-se de calcular os três resulta-
dos, visto não haver qualquer interseção entre 
eles. 

P(3 verdes) = �
  1  
4

�
3

 

𝑃𝑃(3 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎) =  �
   2   

5
�

3
 

P(3 rosas)= �
   7   
20

�
3

 

Comentário: 

Vale ressaltar dois aspectos da resolução desse 
problema. Em primeiro lugar, o fato de que não 
foi necessário considerar a não ordenação do 
conjunto, visto que cada um deles é formado 
por elementos de mesma categoria: todos são 
verdes, ou todos são amarelos, ou todos são 
rosa. Em segundo lugar, é preciso notar que nos 
sorteios “com reposição” a probabilidade de 
ocorrência de cada evento é constante, visto 
não se alterarem as condições entre um sorteio 
e outro. 

b) apenas bolas verdes ou amarelas? 

O fato de que apenas verdes ou amarelas sejam 
sorteadas implica que não sejam sorteadas bo-
las da cor rosa. Há duas maneiras aparente-
mente diferentes de resolver esse problema. 

Analisemos cada uma delas. 

Primeira maneira: podemos analisar as possibi-
lidades de que sejam sorteadas 3 bolas dividi-
das entre (V) e amarelas (A). São estes os casos 
e suas probabilidades: 

P(VVV) = �
1
4

�
3

 

(Atenção para a C3,2 ) 

P(VVA) = �
1
4

�
2

 ∙ �
2
5

�  ∙ 
3!
2!

 

A probabilidade procurada é a soma desses ca-
sos. Assim: 

P(não rosa) = 

= �
1
4

�
3

+ �
1
4

�
2

∙ �
2
5

�  ∙ 
3!
2!

 + �
1
4

�  ∙ �
2
5

�
2

∙ 
3!
2!

 + �
2
5

�
3

 

Segunda maneira: visto que as bolas da cor rosa 
não podem ser sorteadas, podemos adicionar a 
probabilidade de bolas de cor verde com a de 
bolas de cor amarela, para ter a probabilidade 
desejada em cada sorteio. 

P(não rosa em cada sorteio) = �
1
4

+ 
2
5

� 

P(não rosa em 3 sorteios consecutivos com re-

posição) = �1

4
+ 2

5
�

3
. 

Comentário 

Chamamos a atenção do professor para o fato 
de que as duas respostas são idênticas e que 
,talvez, valha a pena mostrar aos estudantes que 
a adição apresentada na primeira maneira de 
resolver o problema coincide com o desenvol-
vimento do binômio que representa a segunda 
maneira. Com essa ação, o professor preparará 
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o terreno para discussão do Tema 5, acerca da 
probabilidade binomial. 

ATIVIDADE 22 

Lucia e Jair estão, com outras 8 pessoas, espe-
rando o sorteio de 4 pessoas para a formação 
de um grupo de trabalho. Qual é a probabili-
dade de Jair e Lucia não fazerem parte, os dois, 
do grupo sorteado? 

Podemos resolver esse problema de duas ma-
neiras. 

Primeira maneira: calculamos a probabilidade 
de que Jair e Lucia façam parte do grupo sorte-
ado e, em seguida, consideramos o comple-
mento para 100% do valor obtido. 

P(Jair, Lucia e outras duas pessoas) = 

= �
1

10
�  ∙ �

1
9

�  ∙ �
8
8

�  ∙ �
7
7

�  ∙ 
4!
2!

 = 
2

15
 

Devemos observar o fator que representa os fa-
toriais, que considera a não ordenação da se-
quência (Jair, Lucia, Pessoa, Pessoa). Se a pro-
babilidade de os dois serem sorteados juntos é 
igual a 2 15⁄ , a probabilidade de que não sejam 
sorteados juntos é 13 15⁄ . 

Segunda maneira: vamos analisar os casos pos-
síveis, que são estes: apenas Jair sem Lucia, ape-
nas Lucia sem Jair, nem Lucia nem Jair. 

P(apenas Jair sem Lucia)= 

= �
  1  
10

�  ∙ �
  8  
9

�  ∙ �
  7  
8

�  ∙ �
  6  
7

�  ∙ 
  4!  
3!

 

P(apenas Lucia sem Jair) = 

= �
  1  
10

�  ∙ �
  8  
9

�  ∙ �
  7  
8

�  ∙ �
  6  
7

�  ∙ 
  4!  
3!

 

P(nem Lucia nem Jair) = 

= �
8

10
�  ∙ �

7
9

�  ∙ �
6
8

�  ∙ �
5
7

� 

A probabilidade desejada é o resultado da adi-
ção desses três casos, isto é: 

P = �
  1  
10

�  ∙ �
  8  
9

�  ∙ �
  7  
8

�  ∙ �
  6  
7

�  ∙ 
  4!  
3!

+ 

+ �
  1  
10

�  ∙ �
  8  
9

�  ∙ �
  7  
8

�  ∙ �
  6  
7

�  ∙ 
  4!  
3!

+ 

+ �
  8  
10

�  ∙ �
  7  
9

�  ∙ �
  6  
8

�  ∙ �
  5  
7

� = 

= 
  4  
15

+ 
  4  
15

+ 
  5  
15

= 
  13  
15

 

Confirmamos então, que a probabilidade procu-

rada é igual a 13
15� . 

ATIVIDADE 23 

Imagine 9 pessoas, sendo 4 homens e 5 mulhe-
res, e calcule o que se pede. 

a) quantas filas diferentes podem ser forma-
das? 

9! = 362.880 filas 

b) quantas filas diferentes podem ser formadas 
se os homens ficarem juntos? 

Considerando os 4 homens como uma única 
pessoas, teremos, portanto, 6 pessoas, ou seja, 
6! = 720 filas. Considerando agora a troca de or-
dem dos 4 homens, teremos 720 ⋅ 4! = 17.280 
filas. 

c) quantas filas diferentes podem ser formadas 
se os homens ficarem juntos e as mulheres 
também? 

4! ⋅ 5! ⋅ 2! = 5.760 filas. 

d) quantos grupos diferentes de 9 pessoas po-
dem ser formados? 

1 grupo pois temos exatamente 9 pessoas. 

e) quantos grupos diferentes de 4 pessoas po-
dem ser formados? 

9 ∙ 8 ∙ 7 ∙ 6
4!

=126 grupos. 
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f) quantos grupos diferentes de 4 pessoas, 

com 2 homens e 2 mulheres, podem ser for-
mados? 

 4 ∙ 3 
2!

 ∙ 
 5 ∙ 4 

2!
= 6 ∙ 10 = 60 grupos. 

g) quantos grupos diferentes de 4 pessoas do 
mesmo sexo podem ser formados? 

• Grupos de 4 homens: 1 grupo, pois temos 
exatamente 4 homens. 

• Grupos de 4 mulheres:  

 5 ∙ 4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1 
4!

= 5 grupos 

Portanto, poderão ser formados 5 + 1 = 6 gru-
pos de 4 pessoas do mesmo sexo. 

h) qual a probabilidade de sortearmos ao 
acaso duas pessoas do mesmo sexo? E três 
pessoas? 

Primeiramente, vamos calcular o espaço amos-
tral para cada caso (duplas e trios) considerando 
o grupo de 9 pessoas sendo 4 homens e 5 mu-
lheres. 

• total de duplas considerando homens e mu-
lheres: 

C2
9 = 

9!
2! ∙ 7!

= 36 

• total de trios considerando homens e mulhe-
res: 

C3
9 = 

9!
3! ∙6!

= 84 

Vamos calcular o total de duplas com pessoas 
do mesmo sexo (eventos). 

• total de duplas de homens: 

C2
4 = 

4!
2! ∙ 2!

= 6 

• total de duplas de mulheres: 

C2
5 = 

5!
2! ∙3!

=10 

Portanto, a probabilidade de escolhermos ao 
acaso duas pessoas do mesmo sexo será: 

P(dois homens) = 
6

36
= 

1
6

 ≅ 0,166 ≅16,6% 

P(duas mulheres) = 
10
36

 = 
5

18
 ≅ 0,277 ≅ 27,7% 

Somando as duas probabilidades, temos:  

16,6% + 27,7% = 44,3% aproximadamente. 

Vamos calcular agora o total de trios com pes-
soas do mesmo sexo (eventos). 

• total de trios de homens: 

C3
4 = 

4!
3! ∙1!

= 4 

• total de trios de mulheres: 

C3
5 = 

5!
3! ∙2!

=10 

A probabilidade de escolhermos ao acaso um 
trio de pessoas do mesmo sexo será: 

P(três homens) = 
4

84
= 

1
21

 ≅ 0,0476 ≅ 4,76% 

P(três mulheres) = 
10
84

= 
5

42
 ≅ 0,119 ≅11,9% 

Somando as duas probabilidades temos:           
4,76% + 11,9% = 16,66% aproximadamente. 
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ATIVIDADE 24 

(UFF–RJ) Em um jogo de bingo são sorteadas, 
sem reposição, bolas numeradas de 1 a 75, e um 
participante concorre com a cartela reproduzida 
abaixo. Qual é a probabilidade de que os três 
primeiros números sorteados estejam nessa car-
tela? 

 

 

 

 

 

 

Professor, utilize o princípio fundamental da 
contagem. Veja que a cartela contém 24 núme-
ros entre um universo de 75 que serão sortea-
dos. A chance dos três primeiros números dessa 
cartela serem sorteados nas três primeiras roda-
das respeita a seguinte ordem: 

1º sorteio 24 75⁄  

2º sorteio 23 74⁄  

3º sorteio 23 73⁄  

Calculamos a chance realizando o produto entre 
os eventos: 

P= 
24
75

 ∙ 
23
74

 ∙ 
22
73

= 
12144.
405150

 ≅ 0,03  

A chance dos três primeiros números sorteados 
serem da cartela é de aproximadamente 3%. 

 

Tema 5: Distribuição binomial de probabilidades 

 

ATIVIDADE 1 

Uma moeda comum, ao ser lançada, determina 
probabilidade 1/2 para cada uma de suas faces, 
cara ou coroa. Lançando-se, por exemplo, 8 ve-
zes uma moeda, qual é a probabilidade de ocor-
rência de 3 caras nos três primeiros lançamentos 
e de 5 coroas nos demais? 

= �
1
2

�  ∙ �
1
2

�  ∙ �
1
2

�  ∙ �
1
2

�  ∙ �
1
2

�  ∙ �
1
2

�  ∙ �
1
2

�  ∙ �
1
2

� = 

= �
1
2

�
8

 

ATIVIDADE 2 

Serão realizados 5 sorteios sucessivos utili-
zando-se 20 bolas e sendo 4 delas vermelhas. 
Ha- verá reposição de uma bola a cada vez. Es-
creva a probabilidade de saírem: 

a) 5 bolas vermelhas; 

P= 
4

20
 ∙ 

4
20

 ∙ 
4

20
 ∙ 

4
20

 ∙ 
4

20
= �

4
20

�
5

= �
1
5

�
5

 

  

Se um evento é repetido n vezes nas mesmas condições e de modo independente, e 
queremos a probabilidade da ocorrência do resultado esperado em p dessas n vezes, 
estamos diante de um caso binomial, isto é, um caso em que devemos considerar, a cada 
repetição do experimento, apenas duas possibilidades, sucesso ou fracasso. Daí o termo 
binômio, que tem como um dos exemplos mais comuns o lançamento de uma moeda 
certo número de vezes. 
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b) 4 bolas vermelhas e uma não vermelha; 

P= 
4

20
 ∙ 

4
20

 ∙ 
4

20
 ∙ 

4
20

 ∙ 
16
20

 ∙ 
5!

4! 1!
= 

= �
4

20
�

4

 ∙ 
16
20

 ∙ 
5!

4!1!
 = �

1
5

�
4

 ∙ 
4
5

 ∙ 5. 

c) 3 bolas vermelhas e duas não vermelhas; 

P= 
4

20
 ∙ 

4
20

 ∙ 
4

20
 ∙ 

16
20

 ∙ 
16
20

 ∙ 
5!

3!2!
 

= �
4

20
�

2

 ∙ �
16
20

�
2

 ∙ 
5!

3!2!
= �

1
5

�
2

 ∙ �
4
5

�
2

 ∙ 10 

ATIVIDADE 3 

O que é mais provável: duas caras no lança 
mento de 4 moedas ou uma face 6 no lança 
mento de 2 dados? 

Chamamos P1 a probabilidade de 2 caras, por-
tanto 2 coroas, no lançamento de 4 moedas, e 
de P2 a probabilidade de apenas uma face 6 no 
lançamento de dois dados. 

P1 = �
1
2

�
2

 ∙ �
1
2

�
2

 ∙ 
4!

2!2!
= 

3
8

 ≅ 37,5% 

P2= 
1
6

 ∙ 
5
6

 ∙ 2 = 
5

18
 ≅ 27,8%  

Portanto, como P1 > P2, é mais provável duas 
caras no lançamento de 4 moedas. 

ATIVIDADE 4 

Uma prova é formada por 10 testes com 5 alter-
nativas cada um, em que apenas uma delas é 
correta. Qual é a probabilidade de um aluno 
acertar, “chutando”, 4 testes nesta prova? 

Em cada teste, a chance de acerto é igual a 1/5 
e a chance de erro é de 4/5. Para acertar “chu-
tando”, 4 testes e, portanto, errar 6 testes, a 
chance é: 

P= �
1
5

�
4

 ∙ �
4
5

�
6

 ∙ 
10!
6!4!

 = 
172 032

1 953 125
 ≅ 8,5% 

ATIVIDADE 5 

Estatisticamente, 1 em cada 10 televisores de 
determinada marca apresenta problemas de 
funcionamento. Uma loja de eletrodomésticos 
acaba de comprar 6 desses televisores para re-
vender. Supondo que todos sejam vendidos, 
qual é a probabilidade de a loja receber recla-
mações de: 

a) nenhum comprador? 

b) apenas 1 comprador? 

c) apenas 2 compradores? 

d) 3 compradores? 

e) 4 compradores? 

f) 5 compradores? 

g) todos os compradores? 

A probabilidade de “sucesso”, nesse caso, pode 
ser a de o televisor apresentar problema, ou 

seja, 1
10� , enquanto a probabilidade de “fra-

casso” é a de o televisor não apresentar pro-

blema, isto é, 9 10� ,. Dessa maneira, a resolução 

esperada dos estudantes deve apresentar os se-
guintes resultados: 

a) � 9

10
�

6
  

b) � 1
10

�  ∙  � 9
10

�
5

 ∙  �6
1�   

c) � 1

10
�

2
∙ � 9

10
�

4
 ∙ �6

2
�  

d) � 1

10
�

3
∙ � 9

10
�

3
 ∙ �6

3
�  

e) � 1

10
�

4
 ∙ � 9

10
�

2
∙ �6

4
�    

f) � 1
10

�
5

 ∙  � 9
10

�  ∙  �6
5�    

g) � 1

10
�

6
 

 

Lembrando que: �
n
p�  são coeficientes binomiais   

e calculados da seguinte forma: 

�
n
p� = 

n!
p! (n – p)!
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MATEMÁTICA 
3a Série – Ensino Médio 

3º Bimestre 

 

 

 

 

 

1. Organização das grades curriculares 

Apresentamos a seguir uma grade curricular para a transição do material de apoio do Currículo do 
Estado de São Paulo, contendo os temas, a descrição das habilidades do Currículo Oficial de 
Matemática e sua respectiva relação com as competências gerais da Base Nacional Comum  Curricular 
(BNCC) do Ensino Médio, além de algumas orientações pedagógicas, para as três séries que compõe 
o referido estágio de ensino da escolaridade básica. 
A lista dos conteúdos curriculares e habilidades, em Matemática, não é rígida e inflexível. O que se 
pretende é a articulação entre os temas (álgebra, geometria, grandezas e medidas, números e 
probabilidade e estatística), tendo em vista os princípios que fundamentam o Currículo Oficial: a busca 
de uma formação voltada para as competências pessoais, a abordagem dos conteúdos que valorize 
a cultura e o mundo do trabalho, a caracterização da escola como uma organização viva, que busca o 
ensino, mas que também aprende com as circunstâncias.  
Enfim, ao fixar os conteúdos disciplinares/objetos de conhecimento, é preciso ter em mente que a 
expectativa de todo o ensino é que a aprendizagem efetivamente ocorra. As disciplinas curriculares 
não são um fim em si mesmas, o que se espera dos conteúdos é que eles realmente possam ser 
mobilizados, tendo em vista o desenvolvimento de competências pessoais, tais como a capacidade 
de expressão, de compreensão, de argumentação etc. 
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1.1 Grade Curricular da 3ª série do Ensino Médio – 3º Bimestre 

 

ENSINO MÉDIO – CURRÍCULO DE MATEMÁTICA – 3ª SÉRIE (3º BIMESTRE)  

CURRÍCULO OFICIAL – SEDUC-SP Base Nacional Comum Curricular 

Tema/Conteúdo  Habilidades Competências Gerais 

Relações 

 Estudo das 
funções 

• Qualidade das 
funções; 

• Gráficos: 
funções 
trigonométricas, 
exponencial, 
logarítmica e 
polinomiais; 

• Gráficos: 
análise de sinal 
crescimento e taxa 
de variação. 

• Composição: 
translações e 
reflexões; 

• Inversão. 

• Saber usar de modo sistemático as 
funções para caracterizar relações de 
interdependência, reconhecendo as 
funções de 1º e 2º graus, seno, 
cosseno, tangente, exponencial e 
logarítmica, com suas propriedades 
características. 

• Saber construir gráficos de funções 
por meio de transformações em 
funções mais simples (translações 
horizontais, verticais, simetrias, 
inversões). 

• Compreender o significado da 
taxa de variação unitária (variação de 
f(x) por unidade a mais de x), utilizando 
o crescimento, o decrescimento e a 
concavidade de gráficos. 

• Conhecer o significado, em 
diferentes contextos, do crescimento 
e do decrescimento exponencial, 
incluindo-se os que expressam por 
meio de funções de base ℮. 

2. Exercitar a curiosidade 
intelectual e recorrer à 
abordagem própria das 
ciências, incluindo a 
investigação, a reflexão, a 
análise crítica, a imaginação e a 
criatividade, para investigar 
causas, elaborar e testar 
hipóteses, formular e resolver 
problemas e criar soluções 
(inclusive tecnológicas) com 
base nos conhecimentos das 
diferentes áreas. 

4. Utilizar diferentes linguagens 
– verbal (oral ou visual-motora, 
como Libras, e escrita), corporal, 
visual, sonora e digital bem 
como conhecimentos das 
linguagens artística, matemática 
e científica, para se expressar e 
partilhar informações, 
experiências, ideias e 
sentimentos em diferentes 
contextos e produzir sentidos 
que levem ao entendimento 
mútuo. 

 
  



74 
1.1.1 Estudo funcional de funções do primeiro e segundo graus. 

De forma geral, as funções polinomiais são 
instrumentos fundamentais para a 
representação das relações de 
interdependência entre grandezas, conforme 
foram desenvolvidos durante a aprendizagem 
dos alunos em anos anteriores. Por exemplo, no 
7º ano do Ensino Fundamental foram 
exploradas situações envolvendo a 
proporcionalidade direta e inversa entre 
grandezas, que conduzem a relações do tipo y 

= k⋅x, ou, então, y = 
k

x
 , de modo que k é uma 

constante não nula. 

Já no 9º ano, foram estudadas as funções               
y = ax + b  e  y= ax2 + bx + c, com a≠0, além da 
representação destas em gráficos. 

Recorrendo às considerações anteriores, 
destacamos as funções que traduzem 
matematicamente os processos que envolvem 
relações de proporcionalidade direta (gráficos 
lineares), ou relações em que uma grandeza é 
proporcional ao quadrado de outra (gráficos 
com a forma de parábola). 

Convém ressaltar, que a construção de gráficos 
das funções acima indicadas é objeto de 
atenção na Competência Específica 1, na 
habilidade (EM13MAT101). No 
desenvolvimento da habilidade descrita nesta 
Competência Específica, pensamos na 
resolução e elaboração de sequências de 
atividades que envolvem situações concretas 
em que a consideração das grandezas 
envolvidas conduz a uma função polinomial de 
1º ou de 2º grau, que contemplem com 
destaque problemas de otimização, ou seja, 
problemas que envolvem a obtenção do valor 
máximo ou mínimo de uma função. 

Este encadeamento metodológico, propicia o 
desenvolvimento de importantes competências 
básicas, tais como: 

 o recurso à linguagem das funções para 
representar interdependências, o que conduz a um 
aumento na capacidade de expressão, favorecendo 

a construção de um discurso mais eficaz para 
enfrentar problemas em diferentes contextos. 

 a capacidade de compreensão de uma variada 
gama de fenômenos, uma vez que muitas situações 
de interdependência estão naturalmente associadas 
a modelagens que conduzem a explicações dos 
referidos fenômenos. 

 o reconhecimento das funções envolvidas em um 
fenômeno, o que possibilita a sistematização de 
propostas de intervenção consciente sobre a 
realidade representada. 

A título de aprofundamento podemos nos referir a 
um panorama sobre todas as relações de 
interdependência, revisando e incluindo diferentes 
linguagens com recursos mais amplos, buscando 
estabelecer suas qualidades essenciais e permitindo 
que colaborem mutuamente, favorecendo uma 
compreensão mais ampla de múltiplos fenômenos 
da realidade. 

Desta forma, as competências básicas: expressão, 
compreensão, contextualização, argumentação e 
decisão estarão presentes nas diversas situações-
problema, uma vez que o estudo funcional proposto 
seria a busca de uma linguagem apropriada para 
compreender os fenômenos de diferentes tipos, 
objetivando sempre a argumentação e a tomada de 
decisões em situações concretas. 

Os assuntos apresentados podem ser encontrados 
no Material de Apoio ao Currículo Oficial do Estado 
de São Paulo, nas respectivas Situações de 
Aprendizagem: 

• Situação de Aprendizagem 5 - Funções como 
relações de interdependência: Múltiplos exemplos, 
Vol. 1, 1ª série do Ensino Médio, p. 55 a 64; 

• Situação de Aprendizagem 6 - Funções 
Polinomiais de 1º grau: Significado, gráficos, 
crescimento, decrescimento e taxas. Vol. 1, 1ª série do 
Ensino Médio, p. 65 a 74. 

• Situação de Aprendizagem 7 -  Funções 
Polinomiais de 2º grau: Significado, gráficos, 
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interseções com os eixos, vértices e sinais. Vol. 1, 1ª 
série do Ensino Médio, p. 74 a 96; 

• Situação de Aprendizagem 8: Problemas 
envolvendo funções de 2º grau em múltiplos 
contextos: Problemas de máximo e mínimo. Vol. 1, 1ª 
série do Ensino Médio, p. 96 a 104. 

Lembrando que ao final de cada situação de 
aprendizagem constam algumas considerações 
sobre a avaliação dos conhecimentos bem como o 
conteúdo considerado indispensável ao 
desenvolvimento das competências e habilidades 
enunciadas. 

Além das situações de aprendizagem, sugerimos 
alguns recursos audiovisuais, da plataforma 
Matemática Multimídia: 

• Problema da cerca, disponível em 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1160 (acesso em 
28/nov./2018) 

• A mãe, disponível em 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1160 (acesso em 
28/nov./2018) 

1.1.2 Funções exponenciais e logarítmicas 

Para iniciar os comentários referentes a esta 
seção convém ressaltar que o conceito base das 
funções exponencial e logarítmica, remete à 
potência de um número, cujo desenvolvimento 
já vem sendo tratado nos anos finais do Ensino 
Fundamental. No Ensino Médio, consolidamos 
seus significados, sistematizando os fatos e 
apresentando a função exponencial, com 
destaque para sua forma peculiar de 
crescimento ou decrescimento. 

Os logaritmos, uma “invenção” engenhosa do 
início do século XVII, cuja motivação inicial era a 
simplificação dos cálculos em uma época de 
limitados instrumentos para tal, apesar da 
abundância de recursos atuais, permanecem 
como um tema especialmente relevante, não 
em razão de tais simplificações, mas pela sua 
adequação em descrever fenômenos em que as 
variáveis aparecem no expoente. Apresentar 
seu significado mais profundo, o que contribuiu 

para conservar sua importância, juntamente 
com as propriedades mais relevantes para seu 
uso em diferentes contextos, talvez seja o 
objetivo principal em se abordar tal conteúdo. 

É importante ressaltar que ambos os conteúdos 
sejam abordados de maneira articulada, a distinção 
entre eles, é estritamente ligada a uma troca de 
posições entre as variáveis, de tal forma que: 

 se y = ax, considerando x a variável 
independente e 0 < a ≠ 1, escrevemos y = f(x) =  
ax, e temos uma função exponencial. 

 quando y é a variável independente e 0 < a ≠ 1, 
escrevemos x = g(y) = loga y , e temos uma função 
logarítmica. 

As funções exponenciais e logarítmicas são 
inversas. 

Apesar de que o caráter estritamente 
matemático seja importante no 
desenvolvimento de um conteúdo, não 
podemos deixar de contemplar suas aplicações 
em situ-ações-problema. Desta forma, 
reiteramos que as diversas contextualizações 
dos logaritmos (graus de terremotos, acidez de 
líquidos, intensidade sonora, magnitude de 
estrelas, cálculos de juros etc.) são 
possibilidades de enriquecimento de uma 
determinada sequência de atividades em sala 
de aula. 

A título de aprofundamento, apresentamos uma 
função exponencial, do tipo y=ax, 
particularmente importante na representação 
de diversos fenômenos naturais, em que a base 
a é o número neperiano representado pela letra 
℮, cujo valor é 2,71828188459045. ou seja, é 
aproximadamente igual a 2,7183. Tal como o 
número 𝜋𝜋  que representa a razão constante 
entre o comprimento de uma circunferência e 
seu diâmetro, o número ℮ tem um significado 
especialmente importante quando se estudam 
as diversas formas de uma função f(x) crescer ou 
decrescer. O estudo de fenômenos que 
envolvem crescimento ou decrescimento de 
populações, desintegração radioativa, juros 
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compostos, entre outros, torna natural o 
aparecimento deste número. 

Tal como o número 𝜋𝜋, o número ℮ é irracional e 

transcendente. Os irracionais como √2 não são 
razões entre inteiros, são raízes de equações 
algébricas com coeficientes inteiros (por 
exemplo, x2 – 2 = 0). Um número irracional é 
transcendente quando não existe equação 
algébrica com coeficientes inteiros que o tenha 
como raiz, e esse o é o caso de números como 
𝜋𝜋 e ℮. 

O mais importante no momento é a utilização 
de uma função exponencial particular, que vai 
ampliar significativamente o repertório de 
recursos para o tratamento matemático de 
diversos fenômenos em diferentes contextos. 

Os tópicos apresentados, podem ser 
encontrados no Material de Apoio ao Currículo 
Oficial do Estado de São Paulo, nas respectivas 
Situações de Aprendizagem: 

• Situação de aprendizagem 1 - As potências e o 
crescimento exponencial: A função exponencial, Vol. 
2, 1ª série do Ensino Médio, p. 11 a 20. 

• Situação de Aprendizagem 2 - Quando o 
expoente é a questão, o logaritmo é a solução: A 
força da ideia de logaritmo, Vol. 2, 1ª série do Ensino 
Médio, p. 20 a 38. 

• Situação de Aprendizagem 3 - As funções com 
variável no expoente: A exponencial e sua inversa, a 
logarítmica, Vol.2, 1ª série do Ensino Médio, p. 38 a 
46. 

• Situação de Aprendizagem 4: As múltiplas faces 
das potências e dos logaritmos: Problemas 
envolvendo equações e inequações e diferentes 
contextos, Vol. 2, 1ª série do Ensino Médio, p. 47 a 59. 

• Situação de Aprendizagem 4: Os fenômenos 
naturais e o crescimento ou decrescimento 
exponencial: O número ℮, Vol. 2, 3ª série do Ensino 
Médio, p. 40 a 55. 

Lembrando que ao final de cada situação de 
aprendizagem constam algumas considerações 

sobre a avaliação dos conhecimentos bem como o 
conteúdo considerado indispensável ao 
desenvolvimento das competências e habilidades 
enunciadas. 

Além das situações de aprendizagem, sugerimos 
alguns recursos audiovisuais, da plataforma 
Matemática Multimídia: 

• Osso duro de roer, disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1146 (acesso em 
28/nov./2018). 

• Baralho mágico, disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/998 (acesso em 
28/nov./2018). 

• Overdose, disponível em 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1147 (acesso em 
28/nov./2018). 

• A aparição, disponível em 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1050 (acesso em 
28/nov./2018). 

• Avalanches, disponível em 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1364 (acesso em 
28/nov./2018). 

1.1.3 Fenômenos periódicos 

As funções são maneiras que encontramos para 
representar a interdependência entre 
grandezas, sem perder a generalidade. No 
Ensino Médio, o estudo de números e funções é 
um dos mais importantes e amplia 
sobremaneira, em relação às etapas anteriores. 
Com base nessa premissa, apresentamos os 
tipos de função estudados no Ensino Médio, 
identificando os significados que normalmente 
lhes são associados. 

O primeiro grupo de funções com o qual os 
alunos tem contato no Ensino Médio são as 
funções polinomiais de 1º e 2º grau, 
complementadas ao fim da 3ª série do Ensino 
Médio, com a apresentação das funções 
polinomiais de grau qualquer. Há uma 
variedade de situações possíveis de serem 
modeladas com funções polinomiais de 
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diferentes graus. É comum, no início do trabalho 
com funções, a proposição aos alunos situações 
que exijam, por exemplo, a análise de como o 
preço da corrida de táxi depende da 
quilometragem ou da verificação de que a 
quantidade de calor que um corpo absorve 
ocorre em função do aumento de sua 
temperatura ou, ainda, o fato de que um corpo 
em queda livre aumenta cada vez mais a 
distância que percorre a cada segundo 
sucessivo. 

Outro grupo de funções, analisado no Ensino 
Médio, é aquele que discute o crescimento 
exponencial de uma grandeza em função da 
variação de outra. Nesse grupo, incluem-se, 
além das funções exponenciais propriamente 
ditas, as funções logarítmicas. Enquanto as 
funções exponenciais tratam dos processos de 
crescimento ou decrescimento rápidos, as 
funções logarítmicas modelam fenômenos que 
crescem ou decrescem de modo mais lento. 
Processos de crescimento populacional e 
também de acumulação financeira constituem 
contextos fecundos para a significação de 
funções desse grupo, e normalmente são 
apresentados em diversos materiais didáticos. 
Além disso, os logaritmos e as exponenciais 
estão presentes na determinação da 
intensidade dos terremotos, no nível de 
intensidade sonora e no cálculo da capacidade 
de armazenagem de informação. 

As funções trigonométricas, que constituem o 
terceiro grupo das funções estudadas no Ensino 
Médio, caracterizam-se por permitir a 
modelagem de fenômenos periódicos, isto é, 
fenômenos que se repetem e que mantêm as 
características de dependência entre as 
grandezas envolvidas. A existência de uma 
gama de fenômenos dessa natureza contrasta 
com a baixa frequência com que as funções 
trigonométricas são contextualizadas nos 
materiais didáticos. Na maioria das vezes, o 
tratamento dado aos senos, cossenos e 
tangentes fica única e exclusivamente restrito 
aos cálculos de valores para arcos notáveis e 
seus côngruos, e para a relação algébrica entre 
estas funções, sem que a periodicidade, foco 

principal do estudo, seja analisada com a 
importância merecida. 

Para concluir, reiteramos que a motivação pelo 
estudo das funções trigonométricas deve ser o 
reconhecimento de que elas são necessárias 
para a modelagem de fenômenos periódicos. 
Nesse sentido, antes da apresentação dos 
conceitos, os alunos precisam ser sensibilizados 
para a observação real, virtual ou imaginativa de 
uma série de manifestações naturais de caráter 
periódico. 

Os tópicos apresentados podem ser 
encontrados no Material de Apoio ao Currículo 
Oficial do Estado de São Paulo, nas respectivas 
Situações de Aprendizagem: 

• Situação de Aprendizagem 1 -  O 
reconhecimento da periodicidade, Vol.1, 2ª série do 
Ensino Médio, p. 12 a 22; 

• Situação de Aprendizagem 2 -  A periodicidade 
e o modelo da circunferência trigonométrica, Vol.1, 2ª 
série do Ensino Médio, p. 23 a 38. 

• Situação de Aprendizagem 3 -  Gráficos de 
funções periódicas envolvendo senos e cossenos, 
Vol. 1, 2ª série do Ensino Médio, p. 39 a 52. 

• Situação de Aprendizagem 4 -  Equações 
trigonométricas, Vol.1, 2ª série do Ensino Médio, p. 53 
a 60. 

Lembrando que ao final de cada situação de 
aprendizagem constam algumas considerações 
sobre a avaliação dos conhecimentos bem 
como o conteúdo considerado indispensável ao 
desenvolvimento das competências e 
habilidades enunciadas. 

Além das situações de aprendizagem, 
sugerimos alguns recursos audiovisuais,  da 
plataforma Matemática Multimídia: 

• Tempestades solares, disponível em 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1353 (acesso em 
28/nov./2018); 
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• A dança do sol, disponível em 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1080 (acesso em 
28/nov./2018); 

• A roda gigante, disponível em 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1364 (acesso em 
28/nov./2018); 

• Aventuras do Geodetetive 1: A circunferência da 
Terra, disponível em: 
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1102 (acesso em 
28/nov./2018). 

1.1.4 (Re)significando o estudo das funções 

O objetivo maior da proposição é a de explorar 
sistematicamente as caracterizações das 
funções já estudadas, ampliando-se as 
possibilidades de construção de gráficos e da 
compreensão das formas básicas de 
crescimento ou decrescimento. Com isso, a 
possibilidade de utilização de funções para 
compreensão de fenômenos da realidade será 
ampliada, e os alunos poderão analisar com 
mais nitidez a riqueza da linguagem das 
funções. 

Desta forma, é preciso ir além da constatação 
do crescimento ou do decrescimento, 
procurando qualificá-lo e tentando caracterizar 
sua rapidez com que ocorre o  crescimento ou 
decrescimento por meio da taxa de variação, ou 
seja, da variação da variável independente por 
unidade a mais da variável dependente. Tal 
preocupação com as taxas de variação não é 
muito comum no estudo das funções no Ensino 
Médio, porém é, um assunto importante para o 
estudo das funções na escola básica quanto 
para descortinar uma série de ideias simples 
sobre variação de funções, que serão muito 
úteis para a compreensão de inúmeros 
fenômenos, naturais ou econômicos, 
envolvendo variações e taxas de variação, como 
a descrição dos movimentos, ou a compreensão 
das taxas de inflação, por exemplo. 

Destacamos que neste estudo, todas as 
competências básicas podem ser desenvolvidas 
por meio deste tratamento qualitativo das 
funções: a expressão/compreensão de 

fenômenos, a argumentação/tomada de 
decisão e a contextualização/abstração de 
relações. 

O tópico acima apresentado, pode ser 
encontrado no Material de Apoio ao Currículo 
Oficial do Estado de São Paulo, na respectiva 
Situação de Aprendizagem, conforme segue: 

• Situação de Aprendizagem 3 – As três formas 
básicas de crescimento ou decrescimento: A variação 
e a variação da variação, Vol. 2, 3ª série do Ensino 
Médio, pg.31 a 40. 

Além da referência citada acima, o professor 
poderá recorrer a outros materiais que abordem 
o assunto tratado. 

1.1.5 Os pontos críticos de uma função de 
grau 2 

Um assunto recorrente após o estudo das 
representações algébrica e gráfica, de funções 
polinomiais de 2º grau é o estabelecimento das 
situações de máximo ou mínimo, identificando 
e calculando as coordenadas dos pontos críticos 
(máximos ou mínimos), no desenvolvimento 
relativo a este tópico. Ressaltamos a 
importância do aspecto qualitativo da análise de 
situações-problema, em detrimento do aspecto 
quantitativo, no qual se baseia em repetição de 
problemas modelo. 

 

 

 

 

Desta forma, consideramos que não é decisiva 
para uma compreensão adequada do tema a 
quantidade de questões a serem trabalhadas, 
mas sim o modo como elas são exploradas em 
classe garantindo-se uma abordagem que 
favoreça um aprendizado consciente e efetivo, 
sobretudo quando envolvem modelos 
matemáticos utilizados em outras situações-
problema.  
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O ponto máximo ou mínimo de uma função 
polinomial do 2º grau poderá ser abordado 
também como média aritmética de suas raízes 
ou de dois pontos simétricos, quando essas 
raízes não existirem. Ressaltamos que quando 
uma função polinomial do 2º grau tem uma 
única raiz, esta é o ponto máximo ou mínimo da 
função conforme sua concavidade (coeficiente a 
positivo ou negativo). 

O tópico acima apresentado pode ser 
encontrado no Material de Apoio ao Currículo 

Oficial do Estado de São Paulo, na respectiva 
Situação de Aprendizagem, conforme segue: 

• Situação de Aprendizagem 8 – Problemas 
envolvendo funções de 2º grau em múltiplos 
contextos: Problemas de máximos e mínimos, Vol. 1, 
1ª série do Ensino Médio, pg. 96 a 104. 

Sugerimos a utilização do software Geogebra 
para a construção e análise de gráficos de 
funções. 
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1.1.6 Atividades 

Tema 1: Estudo das Funções 

 

ATIVIDADE 1 

Determine a lei da função que relaciona o lado 
x de um quadrado ao seu perímetro. 

x + x + x + x = 4x 

ATIVIDADE 2 

Determine a lei da função que relaciona o lado 
x de um quadrado com a sua área. 

x ∙ x = x2 

ATIVIDADE 3 

Complete a tabela com algumas relações entre os valores dos exercícios anteriores. 

 

Lado(x) 1 2 3 4 5 

Perímetro 4 8 12 16 20 

Área 1 4 9 16 25 

ATIVIDADE 4 

a) Esboce o gráfico que representa a função relacionada do lado x de um quadrado com o seu 
perímetro. 

b) Esboce o gráfico que representa a função relacionada do lado x de um quadrado com a sua área. 

a)   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fonte: Imagem elaborada pelo autor 
 

b)   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fonte: Imagem elaborada pelo autor 
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ATIVIDADE 5 

Classifique as funções a seguir em (C) crescente 
ou (D) decrescente: 

(  C   ) f(x) = 5x + 2 

(  D ) g(x) = –3x + 4 

(  D ) h(x) = 5  – x 

ATIVIDADE 6 

Defina a característica observada no exercício 
anterior, para determinar se a função é 
crescente ou decrescente. 

São decrescentes as funções em que se pode 
verificar a diminuição do valor de y ao aumentar 
o valor de x. 

São crescentes as funções em que se pode 
verificar o aumento do valor de y ao aumentar o 
valor de x. 

ATIVIDADE 7 

Identifique se a representação gráfica das 
funções a seguir é uma parábola,  com a 
concavidade direcionada para cima(⋃) ou com 
a concavidade direcionada para baixo (⋂): 

(  ∪   ) f(x)  = 3x2 – 5x + 1 

(  ∪ ) g(x)  = –x2 + 2x2 

(  ∩  ) h(x)  = –4x2 + 5x + 2 

ATIVIDADE 8 

Defina a característica observada, no exercício 
anterior, para determinar se a concavidade da 
parábola é direcionada para cima ou a 
concavidade direcionada para baixo. 

As funções quadráticas cujo coeficiente de x² é 
positivo têm concavidade voltada para cima. 

Quando o coeficiente de x² é negativo a 
concavidade é voltada para baixo. 

ATIVIDADE 9 

No gráfico de uma função polinomial do 1º grau 
podemos notar as seguintes características: 

 a reta que representa a função intercepta em um 
único ponto no eixo x; 

 a reta que representa a função intercepta em um 
único ponto no eixo y. 

Dadas as equações de retas a seguir encontre os 
pontos de intersecção nos eixos (x e y): 

a) y = x + 3 

Corta o eixo x quando y = 0 

0 = x + 3 

x = –3 

Corta o eixo y quando x = 0 

y = 0 + 3 

y = 3 

b) y = 2x – 8 

Corta o eixo x quando y=0 

0 = 2x – 8 

x = 
8
2
 

x = 4 

Corta o eixo y quando x = 0 

y = 2 ∙ (0) – 8 

y = –8 

c) y = –3x – 3 

Corta o eixo x quando y = 0 

0 = –3x – 3 

x = –
3
3

 

x = –1 
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Corta o eixo y quando x = 0 

y = –3 ∙ (0) – 3 

y = –3 

d) y = 6 – x 

Corta o eixo x quando y=0 

0 = 6 – x 

x = 6 

Corta o eixo y quando x=0 

y = 6 – 0 

y = 6 

ATIVIDADE 10 

Podemos observar como característica das 
funções polinomiais de 2º grau a quantidade de 
raízes reais (ou zeros da função) dependendo do 

valor obtido no radicando  ∆= b2 – 4 ∙ a ∙ c. 

 quando ∆ é positivo, há duas raízes reais e 
distintas; 

 quando ∆ é zero, há só uma raiz real (para ser mais 
preciso, há duas raízes iguais); 

 quando ∆ é negativo, não há raiz real. 

Sabendo-se disto, encontre o valor do ∆ e 
identifique a quantidade de raízes reais nas 
seguintes funções: 

a) y = x2 + 3 

∆ = 02– 4 ∙1 ∙ 3 

∆ = 0 – 12 

∆ = –12 

Não há raiz Real 

b) y = 3x2 – 8x 

∆ = 82– 4 ∙ 3∙ 0 

∆ = 64 – 0 

∆ = 64 

Há duas raízes distintas 

 

c) y= –4x2– x – 3 

∆ = –(1)2– 4 ∙ (–4) ∙ (–3) 

∆ = 1 – 48 

∆ = –47 

Não há raiz Real 

d) y = 5 + 6x  – x2 

∆ = 62 – 4 ∙ (–1) ∙ 5 

∆ = 36 + 20 

∆ = 56 

Há duas raízes distintas 

ATIVIDADE 11 

Entre todos os retângulos com perímetro de      
24 m, como os exemplificados a seguir, qual tem 
a maior área? Registre sua resposta no espaço a 
seguir 

 

 

 

 

 

 

 

     Fonte: Imagem elaborada pelo autor 

 

O quadrado de lado 6m tem maior área 
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ATIVIDADE 12 

O gráfico a seguir exibe a curva de potencial 
biótico h(t) para uma população de 
microrganismos, ao longo do tempo t. 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Fonte: Imagem elaborada pelo autor 

Considerando a representação gráfica acima e 
as constantes reais m e n, a função que pode 
descrever esse potencial é: 

Professor(a), solicitamos a substituição das 
variáveis m e n por a e b, no enunciado da 
atividade. 

(A) h(t) = at + b 

(B) h(t) = at2 + bt 

(C) h(t) = ab2 

(D) h(t) = a + logb t 

h(t) = at2+ bt 

ATIVIDADE 13 

A massa m de uma substância radioativa diminui 
com o tempo, ou seja, é uma função do tempo 
de decomposição t: m = f(t). Para certa 
substância, tem-se m = m0 ∙ 10–t, onde m0 é a 
massa inicial igual a 4000g e t, o tempo de 
decomposição em horas. Determine quantos 
gramas estarão presentes após 5 horas. 

m = 4000 ∙ 10–5 

m = 4000 ∙ 
1

100000
 

m = 0,04g 

ATIVIDADE 14 

Esboce o gráfico da função anterior. (Sugestão: 
atribua para t valores múltiplos de 10.) 

(Utilize uma folha de papel quadriculado para 
esboçar o gráfico). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Imagem elaborada pelo autor 

Atenção professor! Seus alunos podem ter a 
falsa impressão de que o gráfico toca o eixo x, 
por isso sugerimos que o QR CODE seja 
disponibilizado à eles para possam dar zoom na 
imagem e verificarem que a curva se aproxima 
do eixo x sem nunca tocá-lo. 
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ATIVIDADE 15 

Com base na resolução das atividades 13 e 14, 
determine o instante em que a massa restante 
será igual a 20g. 

20 = 4000 ∙ 10–t 

20
4000

 = 10–t 

0,005 = 10–t 

0,005 = 
1

10t 

10t ∙ 0,005 = 1 

10t = 
1

0,005
 

log 200 =t 

t ≅ 2,3 s 

ATIVIDADE 16 

No gráfico a seguir está descrita a função 

periódica f(t) =2 ∙ cos �π

2
 ∙ t�, em que o valor 

de t refere-se ao tempo em segundos. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Calcule os valores de f(t) para: t=1, t = 2 e                              

t = 7
2�  

I) t = 1 

f (t) =2 cos �
π
2

 ∙ 1� 

f (t) = 2 cos
π
2

 

f (t) = 0 

II) t = 2 

f (t) = 2 cos �
π
2

 ∙ 2� 

f (t)=2 cos π 

f (t) = –2 

III) t = 7
2
 

f (t)=2 cos �
π
2

∙
7
2

� 

f (t) = 2 cos
7π
4

 

f (t) = 2 ⋅
√2
2

 

f (t) = √2 

ATIVIDADE 17 

Defina as raízes das seguintes funções 
polinomiais. 

a) f(x) = (x – 2) ∙ (x – 1) ∙ (x + 2) 

Um dos fatores precisa ser igual a zero, 
portanto: 

(x – 2) = 0 ⇒ x=2 

ou 

(x – 1) = 0 ⇒ x =1 

ou 

(x + 2)= 0 ⇒x = –2 
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b) f(x)= x ∙ (x – 3) ∙ (x + 4) 

Um dos fatores deve ser igual a zero, portanto: 

x = 0 

ou 

(x – 3) = 0 ⇒ x = 3 

ou 

(x + 4) = 0 ⇒ x = –4 

c) f(x)= (x – 5) ∙ x ∙ (x + 2) 

Um dos fatores deve ser igual a zero, portanto: 

x = 0 

ou 

(x – 5)= 0 ⇒ x=5 

(–x + 2) = 0 ⇒ –x = –2 ⇒ x = 2 

d) f(x) = (1 – x) ∙ (x + 1) ∙ (x – 4) ∙ (3 + x) 

Um dos fatores precisa ser igual a zero, 
portanto: 

(1 – x) = 0 ⇒ x = 1 

ou 

(x + 1) = 0 ⇒ x = –1 

ou 

(x – 4) = 0 ⇒ x = 4 

ou 

(3 + x) = 0 ⇒ x= –3 

ATIVIDADE 18 

Esboce os gráficos das funções dos itens b e c 
da atividade 17 em um mesmo sistema de 
coordenadas cartesianas.  

(Utilize uma folha de papel quadriculado para 
esboçar o gráfico) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Fonte: Imagem elaborada pelos autores 

Tema 2: Gráficos de Funções 

Geralmente quando queremos esboçar um 
gráfico, recorremos primeiramente a uma tabela 
com a indicação de alguns valores do domínio 
da função e posterior cálculo da imagem da 
função. Contudo muitos gráficos, podem ser 
obtidos sem tomar por base as conclusões de 
uma representação de pontos isolados. Nesse 
trabalho, o ponto central consiste em “ler” e 
interpretar as indicações de quais operações 
devemos realizar com a variável independente x 
para obter valores referentes à variável 
dependente y. 

Para iniciar o que pretendemos dizer, 
exploraremos a construção de alguns gráficos 
de funções, na qual você já aprendeu durante o 
Ensino Médio. 

Para as funções quadráticas, nota-se uma 
particularidade interessante quando temos 
funções do tipo f(x) = x2 – 2, neste caso para 
encontrar o valor de y = f(x), basta elevar a 
variável independente x, ao quadrado e diminuir 
2 unidades do resultado obtido. Desse modo, 
para representar os pontos (x; y) em que y= 
x2 – 2 , podemos imaginar que o gráfico de y = 
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x2 foi deslocado 2 unidades para baixo na 
direção do eixo y. 

Dessa forma, o gráfico de f(x) = x2 – 2, pode ser 
construído a partir da elaboração de um   

gráfico mais simples: f(x) = x2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Fonte: Imagem elaborada pelos autores 

ATIVIDADE 1 

Utilizando o mesmo sistema de coordenadas 
esboce os gráficos das seguintes funções. 

a) f(x) = x2 + 4 c) h(x) = 4 – x2 

b) g(x) = x2 – 4 d) p(x)= –4 – x2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Fonte: Imagem elaborada pelos autores 

Para as funções trigonométricas do tipo f(x) = 2 + sen x os valores de y serão determinados depois 
que encontrarmos o valor do seno da variável independente x e a esse valor adicionarmos 2 unidades. 
Nesse caso, podemos imaginar que o gráfico mais simples da função de y = sen  x  será deslocado 2 
unidades para cima na direção do eixo y, conforme mostra o gráfico a seguir: 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Fonte: Imagem elaborada pelos autores  



87 
ATIVIDADE 2 

Esboce os gráficos das funções indicadas a seguir no mesmo sistema de coordenadas. 

a) f(x) = cos x c) h(x) = –3 + cos x 

b) g(x) = 5 + cos x d) i(x) = 5 ⋅ cos x 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      Fonte: Imagem elaborada pelos autores. 

No estudo dos gráficos das funções quadráticas, 
podemos destacar o estudo de funções do tipo: 
(x – 4)2, de modo que, pode-se imaginar o 
gráfico de y = x2  deslocado 4 unidades para a 
direita na direção do eixo x  O gráfico de y= 
(x – 4)2 é como se fosse o de y = m2, sendo 
m= x – 4. O vértice da parábola desloca-se do 
ponto em que x = 0 para o ponto em que x = 4. 

ATIVIDADE 3 

Sabendo-se disto, esboce no mesmo plano 
cartesiano os gráficos das funções                                    
f(x) = (x – 4)2 e g(x) = (x + 4)2 

(Utilize uma folha de papel quadriculado ou 
milimetrado para esboçar os gráficos 
solicitados) 

 

 

 

 

 

 

 Fonte: Imagem elaborada pelos autores 

 



88 

Atenção ,Professor! Facilite aos alunos o acesso ao QR CODE para que eles possam variar o valor 
entre -4 e 4 positivo por meio do controle no alto da tela e analisarem as diferenças nos gráficos das 
duas funções. 

 

 

 

 

 

 

Ou acesse o link: https://www.geogebra.org/classic/fgvrserj  

Agora vamos relembrar o gráfico da função exponencial, e tomaremos como exemplo a função f(x) = 

2(x+3),  que será construído a partir do gráfico de y= 2x, deslocado para a esquerda na direção do eixo 

x. O gráfico de y= 2(x+3) é como se fosse de y =2m, sendo m = x + 3. É como se o eixo y se deslocasse 
horizontalmente, de tal forma que o antigo ponto em que x = 0 coincidisse com o novo ponto em que 
x = –3 (ou seja m = 0). 

ATIVIDADE 4 

Sabendo-se disto, esboce o gráfico, no plano cartesiano,  da situação proposta anteriormente. 

(Utilize uma folha de papel quadriculado ou milimetrado para esboçar o gráfico solicitado) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Fonte: Imagem elaborada pelos autores  
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Atenção, Professor! Facilite ao  aluno  o acesso ao QR CODE para que eles possam variar o valor entre 0 e 3 
positivo por meio do controle no alto da tela e analisa as diferenças nos gráficos das duas funções. 

 

 

 

 

 

Ou pelo link a seguir: 

https://www.geogebra.org/classic/nxnmfqbb 

No caso das funções logarítmicas, vamos estudar a função y= 4 + log2
(x – 5), podemos imaginar o 

gráfico de y = log2 x deslocado 5 unidades para a direita, como se estivéssemos construindo o gráfico 
de y = log2 m, sendo m = x – 5 

ATIVIDADE 5 

Faça o esboço da situação descrita para obter o gráfico de y= 4 + log2
(x – 5).  

(Utilize uma folha de papel quadriculado ou milimetrado para esboçar o gráfico solicitado) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     Fonte: Imagem elaborada pelos autores. 
  

https://www.geogebra.org/classic/nxnmfqbb
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Atenção, professor! Facilite aos alunos o acesso ao QR CODE para que eles possam variar os valores de a e b 
na função: y= a + log2

(x – b), por meio dos controles deslizantes no alto da tela e analisar as diferenças nos 
gráficos das funções.  

 

 

 

 

 

 

Ou pelo link: 

https://www.geogebra.org/classic/nbqcsm69 

 

Vamos agora pensar no gráfico de f(x) = 1

x2+1
. 

Para construir o gráfico de f(x), podemos 
começar com o de y = x2. Na sequência 
construímos o de y = x2 + 1, deslocando uma 
unidade para cima o gráfico de y = x2, na 
direção do eixo y. A partir daí, para obter o 
gráfico de f(x), representamos os pontos (x; y) de 
modo que o valor de y seja o inverso de x2 + 1 , 
para cada valor de x. 

É importante notar que: 

 no ponto onde x = 0, x2 + 1 vale 1 e o inverso de 
x2+1 também é igual a 1; 

 em todos os outros pontos, x2+1 é positivo e 
maior que 1; logo seu inverso é positivo e menor que 
1; 

 assim, o gráfico de f(x) = 1

x2+1
  situa-se sempre 

acima do eixo x, aproximando-se mais e mais dele, a 
medida que o valor de x aumenta, pois quanto maior 
for o valor de x2+1, menor será o valor de seu inverso. 

Resumindo, na construção do gráfico de f(x) = 1

x2+1
, 

podemos observar os seguintes passos: 

 construir o gráfico de y = x2; 

 construir o gráfico de y= x2+1; 

 construir o gráfico de f(x) = 1

x2+1
 

ATIVIDADE 6 

Faça o esboço da situação descrita para traçar o 

gráfico de f(x) = 1

x2+1
, 

(Utilize uma folha de papel quadriculado ou 
milimetrado para esboçar o gráfico solicitado) 

Uma sugestão de resolução, seria a elaboração 
de uma tabela contendo as funções descritas 
anteriores e alguns valores para x, conforme 
segue: 

x f(x) = x2 g(x) = x2+1 h(x) = 
1

x2+1
 

–2 4 5 
1
5
 

–1 1 2 
1
2
 

0 0 1 1 

1 1 2 
1
2

 

2 4 5 
1
5
 

https://www.geogebra.org/classic/nbqcsm69


91 

Então, o esboço das funções apresentadas na tabela, será: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Fonte: Imagem elaborada pelos autores. 

Para o gráfico de f(x) = 1

x2 – 1
, podemos tomar 

como pontos de referências os gráficos de y= 
x2 e y = x2– 1 em seguida representar os pontos 
com abscissa x e ordenada o inverso de x2 – 1. 

É importante notar que: 

 quando x2 – 1 = 0, ou seja, quando temos x = 1 
ou  x = –1, então a função f(x) não está definida; 

 quando x assume valores próximos de 1 ou de –
1,os valores absolutos dos inversos tornam-se muito 
grandes. Se x se aproxima de 1 por valores maiores 
do que 1, os inversos tornam-se muito grandes 
(positivos); por outro lado, se x se aproxima de 1 por 
valores menores do que 1, os inversos tornam-se 
muito grandes em valor absoluto, mas negativos. 
Algo similar ocorre quando x se aproxima de –1. 

 

ATIVIDADE 7 

Sabendo-se disto, faça o esboço da situação 

descrita para traçar o gráfico de f(x) = 1

x2 – 1
 

(Utilize uma folha de papel quadriculado ou 
milimetrado para esboçar o gráfico solicitado)

 

Uma sugestão de resolução, seria a elaboração 
de uma tabela, contendo as funções descritas 
anteriores e alguns valores para x, conforme 
segue: 

 

x f(x) = x2 g(x) = x2–1 h(x) = 
1

x2 – 1
 

–2 4 3 
1
3
 

–0,5 0,25 –0,75 -
4
3

 

0 0 –1 –1 

0,5 0,25 –0,75 -
4
3

 

2 4 3 
1
3
 

Então, o esboço das funções apresentadas na 
tabela, será: 
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  Fonte: Imagem elaborada pelos autores 

Para o gráfico de f(x) = 1

x
 , podemos esboçar 

primeiramente o gráfico de y = x e representar, 
para cada valor de x, a ordenada y, que é o 
inverso de x. 

É importante notar que: 

 quando x = 0, não existe o inverso de x, ou seja, a 
função f(x) não está definida; 

 quanto mais próximo de 0 é o valor de x, maior é 
o valor absoluto do inverso de x, sendo que os valores 
de x positivos têm inversos positivos e os valores de x 
negativos têm inversos negativos; 

 quanto mais próximo de 0 é o valor de x, maior é 
o valor absoluto do inverso de x, sendo que os valores 
de x positivos têm inversos positivos e os valores de x 
negativos têm inversos negativos; 

ATIVIDADE 8 

Faça o esboço da situação descrita para traçar o 

gráfico de f(x) = 1

x
. 

(Utilize uma folha de papel quadriculado ou 
milimetrado para esboçar o gráfico solicitado).

Uma sugestão de resolução, seria a elaboração 
de uma tabela, contendo as funções descritas 
anteriores e alguns valores para x, conforme 
segue: 

x y = x y = 
1
x
 

–2 –2 –
1
2
 

–0,5 –0,5 –2 

–1 –1 –1 

0,5 0,5 2 

1 1 1 

2 2 
1
2
 

Fonte: Tabela elaborada pelos autores 

Então, o esboço das funções apresentadas na 
tabela, será: 
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  Fonte: Imagem elaborada pelos autores. 

ATIVIDADE 9 

O gráfico de f(x) = 3 sen x é análogo ao de y = sen x, com a amplitude aumentando de 1 para 3 
unidades, ou seja, os valores de f(x) oscilarão entre +3 e –3. Faça o esboço desse gráfico no plano a 
seguir. 

Uma sugestão de resolução, seria a elaboração de uma tabela, contendo as funções descritas 
anteriores e alguns valores para x, conforme segue: 

x –2π –
3π
2

 –π –
π
2
 0 

π
2

 π 
3π
2

 2π 

f(x) = sen (x) 0 1 0 –1 0 1 0 –1 0 

g(x) =3 ⋅ sen (x) 0 3 0 –3 0 3 0 –3 0 

Fonte: Tabela elaborada pelos autores 

 

 

 

 

 

 

  Fonte: Imagem elaborada pelos autores.   
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Atenção, professor! Facilite aos aluno  o acesso ao QR CODE para que eles possam variar o valor entre -4 e 4 
positivo por meio do controle no alto da tela e analisar as diferenças nos gráficos das duas funções. 

 

 

 

 

 

Ou pelo link: 

https://www.geogebra.org/classic/vexsbtny 

ATIVIDADE 10 

Para construir o gráfico de f(x) = 3x ∙ sen x, basta imaginar o gráfico de y = A ∙ sen x, sendo que o valor 
de A varia de acordo com x segundo a reta y = 3x.. Assim o gráfico oscilará entre as retas y = 3x  e            
y = –3x. Faça o esboço desse gráfico no plano a seguir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    Fonte: Imagem elaborada pelos autores. 
  

https://www.geogebra.org/classic/vexsbtny


95 
 

Atenção, professor! Facilite aos alunos o acesso ao QR CODE para que eles possam variar o valor entre -4 e 4 
positivo por meio do controle no alto da tela e analisar as diferenças nos gráficos das duas funções. 

 

 

 

 

 

 

Ou pelo link: 

https://www.geogebra.org/classic/f5acrz3g 

ATIVIDADE 11 

Esboce no mesmo sistema de coordenadas, os gráficos das funções indicadas a seguir : 

a)  f(x) = 3x  b) g(x) = 3x – 1 c)  h(x) = 3x + 1 d)  m(x) = 3–x e)  n(x) = 3–x + 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      Fonte: Imagem elaborada pelos autores. 

Disponibilize aos alunos acesso ao QR CODE para que eles possam variar 
(por meio dos controles deslizantes) os parâmetros da função e analisar os 
efeitos na sua representação gráfica. 

 

https://www.geogebra.org/classic/f5acrz3g
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Tema 3: Crescimento e 
decrescimento de funções.  

Na 1ª série do Ensino Médio, você já deve ter 
estudado que as funções polinomiais de 1º grau, 
expressas na forma f(x) = ax +b, são crescentes 
(a > 0) ou decrescentes (a < 0), sendo que o 
coeficiente a representa a variação em f(x), 
quando x aumenta em 1 unidade a partir de 
qualquer valor inicial. O valor de a é chamado 
taxa de variação unitária de f(x), ou somente taxa 
de variação de f(x). Naturalmente, se a = 0, ou 
seja se a taxa de variação é zero, então a função 
f(x) é constante: f(x) = b 

 

 

 

 

 

 

 

De modo geral, dizemos que uma função f(x) é 
crescente nos intervalos em que ocorre o 
seguinte: se os valores de x crescem, então os 
correspondentes valores de f(x) também 
crescem. Dizemos que f(x) é decrescente nos 
intervalos em que ocorre o seguinte: se os 
valores de x crescem, então os correspondentes 
valores de f(x) decrescem. O significado do 
crescimento ou do decrescimento do gráfico de 
f(x) é bastante expressivo: 

 

 

 

 

 

 

Consideremos uma função que não é de 1º 
grau, ou seja, cujo gráfico não é uma reta. Ao 
observá-lo, constatamos que a taxa de variação 
unitária de f(x), ou seja, a variação de f(x) por 
unidade a mais de x, não é mais constate, isto é, 
a diferença f(x + 1) – f(x) passa a depender do 
valor de x a partir do qual ela é calculada. 

Por exemplo: 

 se f(x) = 5x + 7, então f(x + 1) – f(x) = 5(x + 1) + 7 – 
(5x + 7) = 5, ou seja, a taxa de variação unitária de f(x) 
= 5x + 7 é constante e igual a 5, exatamente o valor 
de a na função a = 5; 

 no entanto, se f(x) = 5x2 + 7, então                                       
f(x + 1) – f(x) = 5(x + 1)2 + 7 – (5x2 + 7) = 10x + 5, ou seja, 
a taxa de variação unitária de f(x) = 5x2 + 7 é igual a 
10x + 5; portanto, a taxa varia com o valor de x para o 
ponto considerado. 

No que segue, chamaremos de taxa de variação 
unitária de uma função, para cada valor de x, o 
valor da diferença f(x + 1) – f(x). 

 

 

 

 

 

 

 

Quando uma função f(x) cresce a taxas 
crescentes, seu gráfico tem a concavidade 
voltada para cima; quando ela cresce a taxas 
decrescentes, seu gráfico tem a concavidade 
voltada para baixo. 

Basicamente, em cada intervalo considerado, 
estas são as três formas de crescimento: 

 crescer linearmente, com taxa de variação 
constante; 
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 crescer cada vez mais rapidamente, ou seja, com 
taxas de variação crescentes, o que faz com que o 
gráfico resulte encurvado para cima; 

De forma análoga, em dado intervalo, uma 
função pode decrescer de três modos distintos: 

 decrescer linearmente, com taxa de variação 
constante; 

 decrescer cada vez mais rapidamente, ou seja, 
com taxas de variação crescentes em valor absoluto 
(as taxas são negativas); 

 decrescer cada vez mais lentamente, ou seja, com 
taxas de variação decrescentes em valor absoluto (as 
taxas são negativas). 

O gráfico a seguir ilustra as três formas de 
decrescimento: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Resumindo: 

Quando uma função decresce a taxas 
decrescentes, seu gráfico tem a concavidade 
voltada para cima; quando ela decresce a taxas 
crescentes, seu gráfico tem a concavidade 
voltada para baixo. 

ATIVIDADE 1 

No gráfico a seguir, identifique os intervalos nos 
quais. 

 

a) a função f(x) é positiva; 

Temos f(x) > 0 para x entre x2 e x7 e para x entre 
x10 e x12. 

b) a função f(x) é negativa; 

Temos f(x) < 0 para x entre x1 e x2 e para x entre 
x7 e x10. 

c) a função f(x) é constante; 

A função f(x) é constante para valores de x entre 
x4  e x5  e para x entre x8  e x9 

d) a função f(x) é crescente; 

A função f(x) é crescente para x entre x1 e x4 e 
para x entre x9 e x12. 

e) a função f(x) é decrescente; 

A função f(x) é decrescente para x entre x5 e x8 . 

f) a função f(x) cresce a taxa constante; 

A função f(x) cresce a taxa constante nos 
intervalos em que o gráfico é um segmento de 
reta ascendente, ou seja, para x entre x1 e x3 e 
para x entre x10 e x11. 

g) a função f(x) decresce a taxa constante; 

A função f(x) decresce a taxa constante no 
intervalo em que o gráfico é um segmento de 
reta descendente, ou seja, para x entre x6 e x7 . 

h) a função f(x) cresce a taxas crescentes; 

A função f(x) cresce a taxas crescentes no 
intervalo em que é crescente e o gráfico é 
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encurvado para cima, ou seja, para x entre x9 e 
x10. 

i) a função f(x) cresce a taxas decrescentes; 

A função f(x) cresce a taxas decrescentes nos 
intervalos em que é crescente, mas o gráfico 
está encurvado para baixo, ou seja, para x entre 
x3 e x4 e para x entre x11 e x12. 

j) a função f(x) decresce a taxas crescentes; 

A função f(x) decresce a taxas crescentes no 
intervalo em que é decrescente e o gráfico é 
encurvado para baixo, ou seja, para x entre x5 e 
x6.  

k) a função f(x) decresce a taxas decrescentes. 

A função f(x) decresce a taxas decrescentes no 
intervalo em que é decrescente e o gráfico é 
encurvado para cima, ou seja, para x entre x7 e 
x8 . 

ATIVIDADE 2 

Considere o gráfico da função polinomial de 2º 
grau f(x)=(x – 5) ∙ (x + 1) indicado a seguir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) Identifique os intervalos em que f(x) > 0 e os 
intervalos em que f(x) < 0 

f(x) > 0 para x > 5, ou então para x < –1; 

f(x) < 0 para x entre –1 e 5, isto é, – 1 < x < 5; 

b) Identifique os intervalos em que f(x) é 
crescente e os intervalos em que é 
decrescente. 

f(x) é crescente para x > 2; 

f(x) é decrescente para x < 2; 

c) Qualifique o crescimento e o decrescimento 
de f(x), informando se eles ocorrem a taxas 
crescentes ou a taxas decrescentes. 

para x > 2, f(x) cresce a taxas crescentes 
(concavidade para cima); 

para x < 2, f(x) decresce a taxas decrescentes 
(concavidade para cima). 

 

ATIVIDADE 3 

Construa os gráficos das funções a seguir em um 
mesmo sistema de coordenadas cartesianas. 

Utilize uma folha de papel quadriculado ou 
milimetrado. 

a) f(x) = 3x 

b) g(x) = 3-x 

c) h(x) = log3 x 

d) m(x) = log1
3
x 

Identifique, em cada caso, se a função é 
crescente ou decrescente, bem como se o 
crescimento ocorre a taxas crescentes ou a taxas 
decrescentes 
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  Fonte: Imagem elaborada pelos autores. 

a) f(x) cresce a taxas crescentes; 
b) g(x) decresce a taxas decrescentes; 
c) h(x) cresce a taxas decrescentes; 
d) m(x) decresce a taxas decrescentes 
 

ATIVIDADE 4 

No mesmo sistema de coordenadas, construa o 
gráfico das funções f(x) = sen x e g(x) = cos x 
entre x=0 e x= 2𝜋𝜋 

Utilize uma folha de papel quadriculado ou 
milimetrado. 

a) No intervalo considerado, identifique os 
trechos em que f(x) e g(x) são crescentes e os 
trechos em que são decrescentes. 

b) Compare os gráficos de f(x) e de g(x), 
observando que os valores máximos de uma 
das funções ocorrem nos pontos em que a 
outra se anula e vice-versa. 

c) Compare os gráficos de f(x) e de g(x), 
verificando que a concavidade de f(x) muda 
(de gráfico encurvado para baixo para 
gráfico encurvado para cima ou vice-versa) 
nos pontos em que g(x) assume valores 
extremos (máximos ou mínimos) e vice-versa 
em relação a g(x). 
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   Fonte: Imagem elaborada pelos autores 

a)  

f(x) é crescente para x entre 0 e 
π

2
 e para x entre 

3 π

2
 e 2π; 

f(x) é decrescente para x entre  π
2

 e 3π
2

; 

g(x) é crescente para x entre π e 2π; 

g(x) é decrescente para x entre 0 e π . 

b)   

Notamos que o valor máximo de f(x) ocorre no 

ponto x = π

2
 , e o valor mínimo ocorre no ponto 

x = 3π

2
;  nesses pontos, temos g(x) = 0. 

Analogamente, o valor máximo de g(x) ocorre 
nos pontos x = 0 e x = 2π e o valor mínimo, no 
ponto x = π ; nesses pontos, temos            f(x) = 
0. 

c)   

Notamos que o gráfico de f(x) passa de voltado 
para baixo a voltado para cima no ponto x = π , 
em que g(x) assume o valor mínimo. 
Analogamente, o gráfico de g(x) passa de 
voltado para baixo a voltado para cima no 

ponto x = π

2
 , que é de máximo para f(x), e volta 

a ficar voltado para baixo no ponto x = 3π

2
 , que 

é de mínimo para f(x). 

Tema 4: Crescimento ou 
decrescimento exponencial o 
número ℮ 

Durante o curso, você já deve ter resolvido 
vários problemas que envolvem a função 
exponencial, f(x) = ax, com a > 0 e a ≠1.  Neste 
momento, destacaremos uma propriedade 
característica, que pode ter passado 
despercebida. 

Para exemplificar, vamos considerar a função 
f(x) = 2x e seu gráfico. Iniciaremos o cálculo de 
f(x), com valores inteiros de x, começando com 
x = 0. 

O gráfico da função, será representado da 
seguinte maneira: 
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Notamos que quando x aumenta 1 unidade, a 
partir de       x =0, a variação em f(x) é igual, 
sucessivamente, a 1, 2, 4, 8, 16,..., ou seja, a taxa 
de variação unitária, que é igual a f(x+1) – f(x), é 
igual ao valor de f(x). 

f(1) – f(0) = f(0) f(3) – f(2) = f(2) f(5) – f(4) = f(4) 

f(2) – f(1) = f(1) f(4) – f(3) = f(3) e assim por 
diante. 

A taxa de variação unitária de f(x) = 2x é 
portanto, igual a f(x). 

Chamaremos essa taxa de f1(x). Calculando 
f1(x) para um valor qualquer de x, temos, de 
fato: 

f1(x) = f(x + 1) – f(x) = 2x+1– 2x= 

= 2x∙ (2 – 1) = 2x 

ATIVIDADE 1 

Analogamente ao que foi feito antes para f(x) = 
2x, calcule a taxa de variação unitária para f(x) = 
3x. Para isso, inicialmente complete a tabela a 
seguir: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 3x f(x+1) – f(x) 

0 1 2 

1 3 6 

2 9 18 

3 27 54 

4 81 162 

5 243 486 

6 729 1458 

7 2187 4374 

Notamos que, quando x aumenta 1 unidade, a 
partir de x = 0), a variação em f(x) é igual, 
sucessivamente, a 2, 6, 8, 18, 54, 162, ..., ou seja, 
a taxa de variação unitária, que é igual a f(x + 1) 
– f(x), é igual ao dobro do valor de f(x). 

f(1) – f(0) = 2f(0) = 2  f(2) – f(1) = 2f(1) = 6 

f(3) – f(2) = 2f(2) = 18 f(4) – f(3) = 2f(3) = 54 

f(5) – f(4) = 2F(4) = 162 e assim por diante. 

A taxa de variação unitária de f(x) = 3 é, 
portanto, igual a 2f(x). Chamando 
anteriormente, a taxa unitária de f1 (x) e 
calculando seu valor para um x qualquer, temos, 
de fato:
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f1(x) = f(x+1) – f(x) = 3x+1 – 3x = 3x ∙ (3 –1) = 2 ∙ 3x. 

 

 

 

 

 

 

ATIVIDADE 2 

Uma população p de bactérias aumenta com 
uma rapidez diretamente proporcional ao seu 
valor, em cada instante, ou seja, quanto maior é 
o valor de p, mais rapidamente a população 
aumenta. Partindo de um valor P0 = 1 000, 
observa-se que a população dobra a cada hora, 
ou seja, o valor de p pode ser expresso pela 
função: 

P = f(t) = 1 000 ∙ 2t (t em horas) 

a) Calcule a taxa de variação unitária nos 
instantes t= 1h e t = 2h. 

f1(1) = f(2) – f(1) = 4000 – 2000 = 2000 

f1(2) = f(3) – f(2) = 8000 – 4000 = 4000 

b) Mostre que o aumento no valor de P entre 
os instantes t = 6h e t = 7h é igual ao valor 
da população para t = 6h. 

O aumento citado é igual a: 

f(7) – f(6) =1000 ⋅ �27 –  26� = 1000 ∙ 26 (2 – 1) = 

=1000 ⋅ 26= f(6), ou seja, a taxa de variação 
unitária para t=6 é igual ao valor de f(6). 

ATIVIDADE 3 

A população N de cães, de certa região, cresce 
exponencialmente de acordo com a expressão 
N = f(t) = 600 ∙ 10t, sendo t em décadas. 

a) Calcule a taxa de variação unitária para t = 2 
décadas. 

f1(2) = f(3) – f(2) = 600 ⋅ 103 – 600 ⋅ 102= 540000 

b) Mostre que o aumento no valor de P entre 
os instantes t = 7 e t = 8 é igual a 9 vezes o 
valor da população para t = 7. 

O aumento pedido é igual a 

f(8) – f(7) = 600 ⋅ �108 – 107� = 

= 600 ⋅ 107 ⋅ (10 – 1) = 600 ⋅ 107 ⋅ 9 = 9 ⋅ f(7), ou 
seja, a taxa de variação unitária para t = 7 é igual 
a 9 vezes o valor de f(7). 

Fenômenos naturais e crescimento 
exponencial – o nascimento do número ℮. 

Você sabia que os números mais 
frequentemente utilizados, como base de um 
sistema de logaritmo, são 10 e o número 
℮ = 2,71828.... 

Este número não é resultado de uma fração 
decimal periódica, no entanto ele é irracional, 
ou seja, ele não pode ser obtido por meio do 
quociente  de dois inteiros. (℮ = p q)⁄  

Então por que este número é tão importante? 

A resposta para a indagação proposta está na 
variação proporcional das grandezas. 

Um tipo de variação mais simples e comumente 
encontrada, consiste no crescimento (ou 
decrescimento) da grandeza em cada instante, 
é proporcional ao valor da grandeza naquele 
instante. Este tipo de variação ocorre, por 
exemplo, em questões de juros compostos, 
crescimento populacional (pessoas ou 
bactérias), desintegração radioativa etc. 

Em todos os fenômenos dessa natureza, o 
número ℮ aparece de modo natural e 
insubstituível, conforme estudaremos nas 
atividades a serem propostas. 

Quadro-resumo 
De modo geral, calculando a taxa unitária 
f1 (x) para função f(x) = a x , obtemos: 
f1(x) = f(x+1) – f(x) =  ax+1 –  ax =  
= ax ∙ (a –1) , ou seja, o valor de f1(x) é 
diretamente proporcional ao valor de 
f(x). 
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Assim, reafirmamos: sempre que tentamos 
descrever matematicamente, o modo como 
variam as funções presentes em fenômenos 
naturais de diferentes tipos ou financeiras, que 
têm em comum o fato de que envolvem 
grandezas que crescem ou decrescem com uma 
rapidez é diretamente proporcional ao valor da 
grandeza em cada instante, naturalmente 
encontramos o número  ℮. 

Um valor aproximado de ℮ pode ser obtido a 

partir da expressão �1+ 1

n
�

n
: quanto maior o 

valor de n, mais próximos estaremos do número  
℮. Para todos os fins práticos ℮=2,71828, ou, 
com uma aproximação melhor, 
℮= 2,71828182459045. 

Em consequência, em situações concretas que 
descrevem fenômenos naturais que apresentem 
crescimento ou decrescimento exponencial, a 
função f(x) = ℮x, cujo gráfico apresentamos a 
seguir, tem uma presença marcante. 

 

Fonte: Imagem elaborada pelos autores. 

A função g(x) = log℮ x costuma ser 

representada por g(x) = ln x, uma abreviatura 
para “logaritmo natural de x”. Os gráficos de 
f(x) = ℮x e de sua inversa, g(x) = ln x , são 
representados a seguir. 

É interessante notar que, como funções 
inversas, a cada ponto (a; b) do gráfico de f(x) 
corresponde um ponto (b; a) do gráfico de g(x), 
ou seja, os gráficos são simétricos em relação à 
reta y = x. 

 

 

 

 

 

Fonte: Imagem elaborada pelos autores. 

Professor(a), quando estiver desenvolvendo 
este tópico, esboce o gráfico acima na lousa e 
peça aos estudantes que substituam o gráfico 
que consta no caderno pelo atual.  

ATIVIDADE 3 

Um investidor aplica uma quantia de R$ 1 000,00 
a uma taxa de juros de 12% ao ano. Calcule o 
valor do capital investido ao final do primeiro 
ano, supondo que: 

a) os juros serão incorporados ao capital 
apenas ao final de cada ano (juros simples); 

Se os juros são simples, então o capital C1 ao 
final do primeiro ano será 12% maior, ou seja, 
C1=1,12 ⋅ C0, o que implica C1 =1,12 ⋅ 1000 = 

= 1120 reais. 

b) os juros serão distribuídos uniformemente, 
sendo incorporados ao capital ao final de 
cada mês; 

Se os juros são distribuídos (1% ao mês) e 
incorporados ao capital mês a mês, temos: 

ao final do 1º mês: C 1
12

=1,01 ⋅ C0  

ao final do 2º mês: C 2
12

 = (1,01)2 ⋅ C0  

de modo análogo ao final do 12º mês: 
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C1= (1,01)12 ⋅ C0. Ou seja: 

C1 ≅ 1,1268 ⋅ 1000 =1126,80 reais 

c) os juros serão incorporados continuamente 
ao capital (juros compostos) ao longo do 

ano.  (Dado: ℮0,12=1,1275). 

Se os juros são incorporados continuamente ao 

capital, temos: C= C0 ⋅ ℮0,12t 

Ao final do primeiro ano, ou seja, par t = 1, 

temos: C1 = C0 ⋅ ℮0,12, ou seja, C1 ≅ 1,1275 ⋅ 
C0 ≅  

≅ 1127,50 reais. 

ATIVIDADE 4 

Quando uma substância radioativa se 
decompõe, a rapidez com que ela se transforma 
é diretamente proporcional à quantidade 
restante, em cada momento, ou seja, seu 
decrescimento é exponencial. Sabendo que a 
massa inicial m0 de certa substância radioativa é 
60 g e se reduz à metade, a cada 4 h, determine 
a expressão de sua massa m em função do 
tempo t em horas: 

a) supondo que m(t) = m0 ∙ 2bt, determine o 
valor de b; 

Supondo m(t) = m0 ∙ 2b⋅t, ou seja, m(t) = 60 ∙ 2b⋅t 

e sabendo que, quando t = 4, temos m = 30, 

resulta: 30 = 60 ∙ 24b, ou seja, 24b= 1

2
. 

Em consequência, 4b = log2 �1

2
� 

Como log2 
(2)=1, segue que 4b = –1, pois, 

log2 �
1
2

� = log2 
(1) – log2 

(2) = – log2 
(2) = –1   

Segue que b = –0,25; então, m(t) = 60 ⋅ 2–0,25t 

b) supondo que m(t) = ℮at, determine o valor 
de a; 

Supondo m(t)= m0 ∙ ℮at ou seja, m(t)= 60 ∙ ℮at 
e sabendo que, quando t = 4, temos m = 30, 

resulta: 30 = 60 ∙ ℮4a. 

Ou seja, ℮4a= �1

2
�. Em consequência, 4a=ln �1

2
�. 

Obtendo o valor de ln 2 em uma calculadora, 
obtemos 𝑙𝑙𝑙𝑙2 ≅ 0,6932  de onde segue que 

4a ≅ –0,6932, ou seja, a ≅ –0,1733.  

c) mostre que as expressões obtidas nos itens 
a) e b) são equivalentes; 

Calculando 2–0,25, usando uma calculadora (ou 
uma tabela de logaritmos), obtemos 0,8409, 

calculando ℮–0,1733, obtemos o mesmo valor, o 

que significa que �2–0,25�
t
= �℮–0,17733�

t
, ou seja, 

as duas expressões para a função m(t) são 
equivalentes, respeitadas as aproximações. 

d) calcule a massa restante após 8 horas; 

Em qualquer uma das expressões para m(t), 
substituindo t por 8, obtemos a massa restante 
após 8h: 

m(8)= 60 ⋅ 2–0,25 ⋅ 8= 

= 60 ⋅ 2-2=15 g. 

e) após quanto tempo a massa restante será 
igual a 12g? 

Para saber após quanto tempo a massa será 
reduzida a 12g, basta determinar o valor de t em 
qualquer uma das expressões: 

12 = 60 ⋅ ℮–0,1733t, ou seja, –0,1733t = ln �12

60
�, 

isto é, –0,1733t= – ln 5. 

Recorrendo a uma calculadora (ou a uma tabela 
de logaritmos), obtemos ln 5  ≅1,6094;segue 
que t ≅ 9,29 h, ou seja, aproximadamente 9 
horas e 17 minutos. 
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ATIVIDADE 6 

MOMENTO DIGITAL 

Construção de gráficos com o auxílio de um 
software. 

Alguns softwares livres, como o Graphmatica, 
GeoGebra ou o Winplot, podem ser utilizados 
para construir gráficos de funções de vários 
tipos. 

Para aprofundar os estudos propostos, neste 
caderno, você poderá efetuar o download de 
alguns dos programas de geometria dinâmica, 
mencionados anteriormente. 

Tomaremos como exemplo a 
utilização do software 
GeoGebra, que pode ser 
utilizado tanto em 
computadores pessoais, bem 
como em aparelhos móveis 
(tablets ou celulares). 

Para baixar os diferentes produtos oferecidos, 
acesse pela internet o site do GeoGebra. 
Dispo- nível em https://www.geogebra.org/, 
acesso em 09/04/2019. 

No nosso caso, sugerimos que efetuem o 
download do programa denominado 
GeoGebra Clássico, para utilizar em 
computadores pessoais. 

O programa mencionado possui duas 
funcionalidades, além do usuário explorar 
todas as funcionalidades da Geometria 
Dinâmica, ele também é um plotador gráfico. 

Para a utilização em aparelhos móveis 
sugerimos dois programas: a Calculadora 
gráfica e o Geometria 

Para aparelhos móveis que utilizam 
o sistema Android o download, da 
Calculadora Gráfica, pode ser 
obtido por meio da leitura do 
seguinte QR code  

Para aparelhos que utilizam o 
sistema IOS o download, da 
Calculadora Gráfica pode ser 
obtido por meio da leitura do 
seguinte QR code. 

O GeoGebra on-line está 
disponível na URL ou no QR 
code: 

https://www.geogebra.org/graphing, acesso 
em 09/04/2019 

Como exemplo de aplicação do software 
construiremos o gráfico de 

 

 

 

 

 

http://www.geogebra.org/
https://www.geogebra.org/graphing
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ATIVIDADE 7 

Dado as seguintes funções respondendo as alternativas a seguir: 

f(x) = ℮x g(x) = ℮-x 

h(x) = ln x  (h>0) m(x)= ln(–x) (x<0) 

a) Qual das funções cresce a taxas crescentes? 

b) Qual das funções cresce a taxas decrescentes? 

c) Qual das funções decresce a taxas crescentes? 

d) Qual das funções decresce a taxas decrescentes? 

Prezado(a) Professor(a), solicite aos estudantes esboçar os gráficos das funções apresentadas em um 
mesmo sistema de eixos cartesianos. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

              Fonte: Imagem elaborada pelos autores. 

Os gráficos de f(x) e de g(x) são simétricos em relação ao eixo y, uma vez que os valores de f(x), quando 
trocamos x por (–x), coincidem com os valores de g(x). Os gráficos de m(x) e h(x) também são 
simétricos em relação ao eixo y. Notamos que, para x = –2, a função m(x) assume o mesmo valor que 
a função h(x) para x = 2. Naturalmente, o domínio de h(x) é o conjunto dos números reais positivos, 
enquanto o domínio de m(x) é o conjunto dos números reais negativos. 
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a) Qual das funções cresce a taxas crescentes? 

Observando os gráficos e lembrando o 
significado da taxa de variação unitária, 
notamos que ela é crescente em f(x), o que faz 
com que o gráfico resulte encurvado para cima; 
f(x) é crescente a taxas crescentes. 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Imagem elaborada pelos autores 

b) Qual das funções cresce a taxas 
decrescentes? 

No gráfico de h(x) = lnx, notamos que a taxa de 
variação unitária é decrescente, o que faz com 
que o gráfico seja encurvado para baixo; h(x) é 
crescente a taxas decrescentes. 

 

 

 

 

 

 

       Fonte: Imagem elaborada pelos autores 

c) Qual das funções decresce a taxas 
crescentes? 

O gráfico de m(x) representa uma função 
decrescente, e notamos que as taxas de 
variação são crescentes em valor absoluto, m(x) 
decresce a taxas crescentes. 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Imagem elaborada pelos autores 

d) Qual das funções decresce a taxas 
decrescentes? 

O gráfico de g(x) representa uma função 
decrescente, e notamos que as taxas de 
variação são decrescentes em valor absoluto; 
g(x) decresce a taxas decrescentes. 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Imagem elaborada pelos autores 
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ATIVIDADE 8 

O gráfico da função f(x) = ℮–x2
é chamado curva normal e representa a distribuição, em torno do valor 

médio das frequências de ocorrência de um experimento aleatório em uma população. Muitas 
medidas de características físicas como altura, massa, dimensões dos pés, dos colarinhos, entre outras 
ao serem representadas estatisticamente, conduzem a uma curva normal. De forma geral, as diversas 

curvas do tipo normal ( ou curva de Gauss) são do tipo f(x) = a ∙ ℮–b ∙ x2
, com diversos valores para os 

parâmetros a  e b. 

A seguir temos um exemplo de uma curva normal, dada pela função f(x) = 2 ∙ ℮–2  ∙ x2
 

 

Fonte: Imagem elaborada pelos autores. 

Utilizando um programa para construção de gráficos, elabore algumas curvas de Gauss, variando os valores dos 
parâmetros a e b. 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Fonte: Imagem elaborada pelos autores. 

 

Disponibilize aos alunos acesso ao QR CODE para que eles possam variar (por meio dos 
controles deslizantes) os parâmetros da função e analisar os efeitos na sua representação 
gráfica. 

Ou pelo link: https://www.geogebra.org/classic/sxeqwc3f 
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1. Organização das grades curriculares

[bookmark: _Hlk41305260]Apresentamos, a seguir, uma grade curricular para a transição do material de apoio do Currículo do Estado de São Paulo, contendo os temas, a descrição das habilidades do Currículo Oficial de Matemática e sua respectiva relação com as competências gerais da Base Nacional Comum (BNCC) do Ensino Médio, além de algumas orientações pedagógicas para as três séries que compõem o referido estágio de ensino da escolaridade básica.

A lista de conteúdos curriculares e habilidades, em Matemática, não é rígida e inflexível. O que se pretende é a articulação entre os temas (álgebra, geometria, grandezas e medidas, números e probabilidade e estatística), tendo em vista os princípios que fundamentam o Currículo Oficial: a busca de uma formação voltada para as competências pessoais, a abordagem dos conteúdos que valorize a cultura e o mundo do trabalho, a caracterização da escola como uma organização viva, que busca o ensino, mas que também aprende com as circunstâncias. 

Enfim, ao fixar os conteúdos disciplinares/objetos de conhecimento, é preciso ter em mente que a expectativa de todo o ensino é que a aprendizagem efetivamente ocorra. As disciplinas curriculares não são um fim em si mesmas; e o que se espera dos conteúdos é que eles realmente possam ser mobilizados, tendo em vista o desenvolvimento de competências pessoais, tais como a capacidade de expressão, de compreensão, de argumentação etc.




1.1 Grade Curricular da 2ª série do Ensino Médio – 3º Bimestre



		[bookmark: _Hlk40887760]ENSINO MÉDIO – CURRÍCULO DE MATEMÁTICA –2ª SÉRIE (3º BIMESTRE) 



		CURRÍCULO OFICIAL – SEDUC-SP

		Base Nacional Comum Curricular



		Tema/Conteúdo 

		Habilidades

		Competências Gerais



		Números

Análise combinatória e probabilidade.

Princípios multiplicativo e aditivo;

Probabilidades simples;

Arranjos, combinatória e permutações.

Probabilidade da reunião e/ou da interseção de eventos.

Probabilidade condicional;

Distribuição binomial de probabilidades:

O triângulo de Pascal e o binômio de Newton.

		Compreender os raciocínios combinatórios aditivo e multiplicativo na resolução de situações-problema de contagem indireta do número de possibilidades de ocorrência de um evento.

Saber calcular probabilidades de eventos em diferentes situações-problema, recorrendo a raciocínios combinatórios gerais, sem a necessidade de aplicação de fórmulas específicas.

Saber resolver problemas que envolvam o cálculo de probabilidades de eventos simples repetidos, como os que conduzem ao binômio de Newton.

Conhecer e saber utilizar as propriedades simples do binômio de Newton e do triangulo de Pascal.

		2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer à abordagem própria das ciências, incluindo a investigação , a reflexão, a análise crítica, a imaginação e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipóteses, formular e resolver problemas e criar soluções (inclusive tecnológicas) com base nos conhecimentos das diferentes áreas.

4. Utilizar diferentes linguagens  verbal (oral ou visual-motora, como Libras, e escrita), corporal, visual, sonora e digital  bem como conhecimentos das linguagens artística, matemática e científica, para se expressar e partilhar informações, experiências, ideias e sentimentos em diferentes contextos e produzir sentidos que levem ao entendimento mútuo.
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1.1.1 Probabilidade e análise combinatória.



O tratamento tradicional do tema em questão, parte da classificação dos problemas utilizando os conceitos de permutação, arranjos e combinações, de acordo com determinado critério, na tentativa de facilitar a resolução a partir da aplicação de algumas fórmulas de cálculo.

Se, por um lado, tal formalização permite agilizar a resolução de situações-padrão, por outro, dificulta o enfrentamento de situações-problema reais, com contextos e dificuldades inéditas. Dessa forma, um curso de Matemática, que priorize a resolução de problemas como principal metodologia de aprendizado, não pode se basear, unicamente, na classificação das situações em grupos determinados, sob pena de limitar demais as estratégias de raciocínio que o estudante pode e deve mobilizar ao se confrontar com uma dificuldade real. Desta forma propomos que a classificação e o formalismo tradicional sejam inicialmente relegados a um segundo plano e, apenas ao final, sejam realizados nos moldes conhecidos.

O raciocínio combinatório e o cálculo de probabilidades são conceitos apresentados aos alunos desde o Ensino Fundamental Anos Iniciais, etapa em que tais conceitos não costumam gerar qualquer dificuldade além dos habituais para esse segmento de ensino.

Dessa maneira, trata-se agora, no Ensino Médio, de partir dos conhecimentos e das habilidades anteriormente construídos e promover os aprofundamentos necessários.

Com base nessa premissa básica, propomos que a apresentação dos conteúdos seja iniciada com as probabilidades desprovidas de cálculo combinatório.

Apresentar o cálculo de probabilidades sem a exigência de raciocínio combinatório significa priorizar o fato de que podemos expressar a chance de ocorrência de um evento por intermédio de uma razão entre dois valores: a parte e o todo. O numerador dessa razão coincide com o número de resultados esperados para o experimento, enquanto o denominador coincide com o número de resultados possíveis, todos eles considerados igualmente prováveis. Por exemplo, em uma classe de 40 alunos, se qualquer um tem uma chance em quarenta de ser sorteado, precisamos apenas formalizar essa condição, que expressamos na língua materna por intermédio de uma fração,  , por uma porcentagem, 2,5%, e também por um número real maior que 0 e menor que 1, nesse caso, 0,025. Nada disso, de fato, acarreta maiores dificuldades, visto se tratar de um conhecimento abordado no Ensino Fundamental dos anos finais.  Cremos, portanto, que os alunos trazem na 2ª série do Ensino Médio, o terreno preparado para o estudo formalizado das probabilidades, desde que os casos a eles apresentados não envolvam, inicialmente, raciocínio combinatório

Agora pensando nos raciocínios aditivos e multiplicativos, pode-se concluir que em uma adição de n parcelas iguais a p pode ser representada pelo produto n · p. Muitas são as situações-problema resolvidas por intermédio de uma adição desse tipo. Outras adições, não formadas por parcelas iguais, também podem ser expressas por intermédio de um produto, como é o caso de 5 + 4 + 3 + 2 + 1, que é igual a (6 · 5) ÷ 2 = 15.

Expressões desse tipo também podem explicitar a solução de uma situação-problema, por exemplo, o cálculo de número de grupos diferentes de duas pessoas formados a partir de 6 indivíduos. 

Problemas envolvendo raciocínio combinatório são, na maioria das vezes, resolvidos por intermédio de uma adição ou de uma multiplicação, embora quase sempre a escolha pela multiplicação seja a mais aconselhável, pois envolve um raciocínio mais elaborado e eficiente. Perceber a existência das duas possibilidades apontadas para resolver um problema de análise combinatória e as vantagens de uma sobre a outra é fundamental e cabe ao professor verificar a viabilidade de discutir os possíveis encaminhamentos e aplicá-los em sala de aula.

A solução de situações-problema envolvendo simultaneamente raciocínio combinatório e cálculo de probabilidades costuma acarretar dificuldades maiores do que aquelas em que se aplicam esses conteúdos de maneira independente. Entre as diversas justificativas possíveis, podemos enunciar o fato de que as características conjuntas desses conteúdos impedem que os problemas sejam facilmente agrupados em tipos padrão, de maneira que resolver um deles sempre passe pela mobilização da estratégia de raciocínio que o associa a algum anteriormente resolvido e compreendido, como ocorre, mais facilmente, com problemas de outros grupos de conteúdos matemáticos. Essa impossibilidade de padronização exige, mais do que em outros casos, que os alunos mobilizem diversas estratégias de raciocínio. Portanto, cabe ao professor estimular a resolução de diversos problemas de análise combinatória e probabilidades com o foco voltado para o tipo de raciocínio exigido, em vez da clássica separação em problemas típicos, baseada no tipo de operação matemática envolvida.[footnoteRef:1] [1:  Grifo do autor] 


Podemos afirmar sem perder a generalidade que um cálculo de probabilidades sempre está associado a um “sim” e a um “não”, ou a um “sucesso” e a um “fracasso” sem que esses aspectos sejam expressos por probabilidades iguais. Em outras palavras, nem sempre há 50% de chance para o “sim” e 50% para o “não”, como no caso da face observada no lançamento de uma moeda em que o “sim” pode ser coroa e o “não” pode ser cara. Para o comprador de um número de uma rifa, em um total de 200, o “sim” é 0,5% e o “não” é 99,5%. 

O que ocorre então com o cálculo de probabilidades de eventos que se repetem n vezes sob as mesmas condições, isto é, situações em que “sim” ou “não” são esperados, cada um, mais de uma vez, como no caso do lançamento de quatro dados, com o objetivo de se conseguir duas vezes o número seis na face superior? 

A resolução desse tipo de problema pode ser associada ao desenvolvimento de um binômio do tipo , de modo que, assim procedendo, estamos atribuindo significado real à busca do termo geral do Binômio de Newton, bem como aos elementos das linhas do Triângulo de Pascal.

Todos os tópicos acima apresentados, podem ser encontrados no Material de Apoio ao Currículo Oficial do Estado de São Paulo, nas respectivas Situações de Aprendizagem, conforme segue:

Situação de Aprendizagem 1 – Probabilidade e proporcionalidade: No início era o jogo, Vol. 2, 2ª série do Ensino Médio, pg. 13 a 24.

Situação de Aprendizagem 2 – Análise combinatória: Raciocínios aditivo e multiplicativo, Vol. 2, 2ª série do Ensino Médio, pg. 24 a 44.

Situação de Aprendizagem 3 – Probabilidades e raciocínio combinatório, Vol. 2, 2ª série do Ensino Médio, pg. 44 a 51.

Situação de Aprendizagem 4 – Probabilidades e raciocínio combinatório: O binômio de Newton e o triângulo de Pascal.

Lembrando que ao final de cada situação de aprendizagem constam algumas considerações sobre a avaliação dos conhecimentos bem como o conteúdo considerado indispensável ao desenvolvimento das competências e habilidades enunciadas.

Além das situações de aprendizagem, sugerimos alguns recursos audiovisuais, da plataforma Matemática Multimídia:

· 37% Namorados. Disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1327, Acesso em: 30/11/2018.

· Apostas no relógio. Disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1365, Acesso em: 30/11/2018.

· Baralhos e Torradas. Disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/997, Acesso em: 30/11/2018.

· Brasil x Argentina. Disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1056, Acesso em: 30/11/2018.

· Caminhões de açúcar Disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1056. Acesso em: 30/11/2018. 

· Cara ou coroa. Disponível em: https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1062 Acesso em 30/11/2018. 

· Coisa de passarinho. Disponível em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1070. Acesso em 30/11/2018.

· Coisas do amor. Disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1071. Acesso em 30/11/2018.

· Curva do Sino. Disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1071. Acesso em 30/11/2018.

· Dados não-transitivos. Disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1309. Acesso em: 30/11/2018.

· Exoplanetas e probabilidades. Disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1335. Acesso em: 30/11/2018.

· Explorando o Jogo do Máximo. Disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1237. Acesso em: 30/11/2018.

· Fraude 171. Disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1313. Acesso em 30/11/2018.
História da Estatística. Disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1252. Acesso em: 30/11/2018.

· Histórica da Probabilidade. Disponível em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1253. Acesso em 30/11/2018.

· Grande Hotel 2. Disponível em: https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1110. Acesso em 30/11/2018.

· Jankenpon. Disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1016. Acesso em: 30/11/2018.

· Jogo da trilha. Disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1380. acesso em: 30/11/2018.

· Jogo das Amebas. Disponível em: https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1017. Acesso em 30/11/2018.

· O jogo de Dados de Mozart: Disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1122. Acesso em: 30/11/2018.

· Táxi e combinatória. Disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1035. Acesso em: 30/11/2018.



1.1.2  Atividades

Tema 1: Princípios aditivos e multiplicativos

ATIVIDADE 1

Considere a seguinte situação: uma menina deseja vestir-se com uma saia e uma blusa, e dispõe de 4 saias diferentes e 5 blusas diferentes. O esquema a seguir representa as possibilidades de escolha da menina.

[image: ]











Fonte: Elaborada pelo autor

Escreva uma multiplicação para indicar o total das diferentes possibilidades de escolha da menina.

Uma maneira mais simplificada e eficaz de resolver tal situação consiste em determinar a multiplicação entre a quantidade de elementos de cada conjunto. Observe que no conjunto de saia há 4 elementos e no conjunto de blusa há 5 elementos, temos assim: 4  5 = 20 combinações.

atividade 2

Um roteiro turístico prevê a visita a duas cidades do conjunto conhecido por “Cidades Históricas de Minas Gerais”, formado pelas cidades de Ouro Preto, Mariana, Tiradentes e São João del Rei. Quantos roteiros diferentes poderão ser traçados se:

Ouro Preto sempre estiver fazendo parte do roteiro?

Com Ouro Preto sempre fazendo parte do roteiro, temos três roteiros distintos:

(Ouro Preto; Mariana), 

(Ouro Preto; Tiradentes) e

(Ouro Preto; São João Del Rei).

não houver restrição à escolha das duas cidades?

Se não há restrição quanto a escolha de cidades que farão parte do roteiro, temos seis roteiros distintos:

(Ouro Preto; Mariana), 

(Ouro Preto; Tiradentes), 

(Ouro Preto; São João Del Rei), 

(Mariana; Tiradentes), 

(Mariana; São João Del Rei), 

(Tiradentes; São João Del Rei).

atividade 3

Os números 342, 335, 872 e 900 são, entre tantos outros, números de três algarismos. Entre esses exemplos, os números 342 e 872 não repetem algarismos, contrariamente ao que ocorre, por exemplo, com os números 335 ou 900. Quantos números de 3 algarismos podemos escrever se:

1. todos começarem por 1 e os algarismos puderem ser repetidos?



Como sabemos, temos os algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 (10 algarismos). Para a resolução deste exercício, temos o número 1 como elemento fixo na posição numérica da centena. Para a posição numérica da dezena e unidade, podemos utilizar qualquer algarismo. Logo, a quantidade de números de 3 algarismos que começam com o algarismo 1 e que podem ter algarismos repetidos será igual a:                               1  10  10  = 100 números.

todos começarem por 1 e os algarismos não puderem ser repetidos?

Assim, como no item anterior, temos 10 algarismos. Para a resolução deste problema, temos o número 1 como elemento fixo na posição numérica da centena. Para a posição numérica da dezena e da unidade, podemos utilizar qualquer algarismo, exceto aquele já utilizado anteriormente, assim restando 9 algarismos para a dezena e 8 algarismos para a unidade. Logo, a quantidade de números de 3 algarismos que começam com o algarismo 1 e que não podem ter algarismos repetidos será igual a: 1  9  8  = 72 números.

não houver qualquer restrição, isto é, desde 100 até 999?

Temos 10 algarismos. Para a resolução deste exercício, o 1º algarismo só poderá ser um algarismo entre 1 e 9, sem o zero, ou seja, 9 algarismos. Os demais podem ser qualquer um entre 0 e 9, ou seja, 10 algarismos na unidade e na dezena. Logo, a quantidade de números será igual a: 9  10  10 = 900 números.

Prezado(a) Professor(a), proponha também aos estudantes, o seguinte caso:

os números não contiverem algarismos repetidos?

Como colocado anteriormente, temos 10 algarismos. Para a resolução deste problema, o 1º algarismo só poderá ser um algarismo entre 1 e 9, sem o zero, ou seja, 9 algarismos. Para a posição numérica da dezena e unidade, podemos utilizar qualquer algarismo, exceto o já utilizado anteriormente, assim restando 9 algarismos para a dezena e 8 algarismos para a unidade. Logo: 9  9  8 = 648 números.

atividade 4

Existem 9 000 números de 4 algarismos, dos quais 1 000 é o menor deles e 9 999 o maior. Entre esses 9 000 números há muitos que não repetem algarismos, como 1 023, 2 549, 4 571 ou 9 760. Quantos são esses números de 4 algarismos distintos?

Como sabemos, temos os algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 (10 algarismos). Para a resolução desta atividade, temos que o primeiro algarismo não pode ser 0, pois o número não seria de 4 algarismos. Para a posição numérica da centena, da dezena e da unidade, podemos utilizar qualquer algarismo, exceto o já utilizado anteriormente, assim restando 9 algarismos para a centena, 8 algarismos para a dezena e 7 algarismos para a unidade. Logo, a quantidade de números de 4 algarismos distintos são:                    9  9  8  7 = 4 536 números.

atividade 5

[bookmark: _Hlk27142825]Para que um número de 3 algarismos seja par, é preciso que ele “termine” por um algarismo  par, ou, em outras palavras, é preciso que o algarismo das unidades seja 0, ou 2, ou 4, ou 6, ou 8, como: 542, 134, 920, 888 etc.

1. quantos números pares de 3 algarismos existem?

Como sabemos, temos os algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 (10 algarismos). Para a resolução deste problema, temos que o primeiro algarismo não pode ser 0, pois o número não seria de 3 algarismos. O algarismo da unidade deve ser 0, ou 2, ou 4, ou 6, ou 8 (5 algarismos); logo, a quantidade de números pares de 3 algarismos é igual a: 9  10  5 = 450 números.

quantos números ímpares de 3 algarismos existem?

Como sabemos, temos os algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 (10 algarismos). Para a resolução deste item, temos que o primeiro algarismo não pode ser 0, pois o número não seria de 3 algarismos. O algarismo da unidade deve ser 1, ou 3, ou 5, ou 7, ou 9 (5 algarismos); logo, a quantidade de números ímpares de 3 algarismos é igual a: 9  10  5 = 450 números.

quantos números ímpares de 3 algarismos distintos existem?

Temos os algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 (10 algarismos). Para a resolução deste problema, devemos considerar que o primeiro algarismo não pode ser o zero, pois o número não teria 3 algarismos. Visto que os algarismos devem ser distintos, devemos lembrar que o algarismo já usado na centena também deve ser restrito ao algarismo da unidade. O algarismo da unidade deve estar restrito as seguintes possibilidades 1, 3, 5, 7 ou 9 (5 algarismos). Logo, a quantidade de números ímpares de 3 algarismos distintos é igual a: 8  8  5 = 320 números. Professor, ressaltamos aqui que há outros modos de resolver o problema.

quantos números pares de 3 algarismos distintos existem?

Como sabemos, temos os algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 (10 algarismos). Para a resolução deste item, temos que o primeiro algarismo não pode ser o zero, pois o número não teria 3 algarismos e o último deve ser 0, 2, 4, 6 ou 8 (5 algarismos). Dividiremos o problema em 2 casos:

· Número de algarismos distintos que terminam com 0 (zero): 9  8  1 = 72 números;

· Número de algarismos distintos que terminam com 2, 4, 6 ou 8: 8  8  4 = 256 números;

Assim o total = 72 + 256 = 328 números. Professor, ressaltamos aqui que há outros modos de resolver o problema.

a soma dos resultados obtidos nos itens c e d deste problema deve ser igual ao resultado do item d da atividade 3, verifique se isso ocorreu com os resultados que você obteve. Se não, procure descobrir o que saiu errado.

320 + 328 = 648 números. Portanto, igual à resposta do item d da atividade 3.

atividade 6

Considere os numerais 1, 2, 3 e 4, e todos os números de 4 algarismos distintos que podemos formar com eles. Imagine que todos esses números serão ordenados, do menor para o maior. Isso feito, o primeiro da fila será o 1 234, o segundo será o 1 243, o terceiro, 1 324, e assim por diante, até o último, que será o 4 321.

1. qual é a posição do número 4 321 nessa fila?

Calculando a quantidade total de números distintos que podem ser formados com os algarismos 1, 2, 3, 4 temos 4.3.2.1= 24 números. Portanto, como o número 4 321 é o maior número possível de ser formados, frente as informações propostas, assim este ocupa a 24ª posição.

qual é a posição do número 3 241 nessa fila?

Para a resolução deste item, temos os algarismos: 1, 2, 3 e 4. Para encontrar a posição do número 3241 os mesmos devem ser ordenados. Assim, para valores começando com número 1, temos: 1  3  2  1 = 6 possibilidades. O mesmo ocorre para os valores que começam com número 2. Assim, já temos 12 valores ordenados na ordem crescente. Em outras palavras: para ordenar de forma crescente os valores que se iniciam com número 3, temos então os números que começam com 31:                              (1  1  2  1 = 2 possibilidades:  3 124 e 3 142).   E números que começam com 32: (1  1  2  1 = 2 possibilidades: 3 214 e 3 241). Assim, o valor 3241 ocupa a 16ª posição, acrescentando o numeral 5 aos numerais 1, 2, 3 e 4, e ordenando todos os números de 5 algarismos distintos que podem ser formados, qual é o número que ocupa a 72ª posição?

acrescentando o numeral 5 aos numerais 1, 2, 3 e 4, e ordenando todos os números de 5 algarismos distintos que podem ser formados qual é o número que ocupa a 72ª posição?

Para a resolução deste item, temos os algarismos: 1, 2, 3, 4 e 5. Para encontrar o número na 72ª posição, sabemos que os valores começando com número 1, temos: 1  4  3  2  1 = 24 possibilidades. O mesmo ocorre para os valores que começam com número 2. Assim, já temos 48 valores colocados em ordem crescente. Realizando o mesmo raciocínio para o número 3, também encontramos 24 possibilidades, somando 72 valores ordenados. Desta maneira, o valor que ocupa a 72ª posição é o maior valor ordenado dos que começam com o número 3, a saber, 35421.

Tema 2: Formação de filas sem e com elementos repetidos

As Filas

Quando duas pessoas A e B colocam-se em fila, há apenas duas possibilidades: primeiro vem A e depois B, ou primeiro vem B e depois A. Se uma pessoa C juntar-se a essas duas a fila poderá, agora, ser formada de 6 maneiras diferentes:

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA

Se uma quarta pessoa juntar-se a essas, serão, agora, 4 vezes mais filas do que o número anterior. Isto é, serão 4.6 = 24 filas

atividade 7

Quantas filas diferentes poderão ser formadas com 5 pessoas, apenas alternando suas posições na fila?

Para a resolução desta atividade temos cinco possibilidades de ocupar a primeira posição na fila. Após definida a primeira pessoa da fila, sobrarão quatro possibilidades para que as pessoas ocupem a segunda posição da fila. O mesmo raciocínio vale para a terceira posição com 3 possibilidades, na quarta 2 possibilidades e na última 1 possibilidade. Ou seja:    5  4  3  2  1 = 120 possibilidades de filas distintas. Observação: o produto apresentado pode ser representado por 5!

atividade 8

Quantos anagramas diferentes podem ser formados com as letras das palavras:

1. BIA

3! = 3  2  1 = 6 anagramas diferentes podem ser formados.

NICO

4! = 4  3  2  1 = 24 anagramas diferentes podem ser formados.

LUCIA

5! = 5  4  3  2  1 = 120 anagramas diferentes podem ser formados.

CAMILO

6! = 6  5  4  3  2  1 = 720 anagramas diferentes podem ser formados.

atividade 9

Considere a palavra CABO. Se trocarmos a ordem entre as letras dessa palavra, formando agrupamentos de letras que podem ou não formar palavras conhecidas, formaremos “anagramas”. Veja alguns dos anagramas da palavra CABO:

COBA, BACO, OCBA, ABOC, ACOB

1. começando por A, quantos anagramas diferentes poderemos formar?

As opções de letras que podem ser utilizadas em cada posição: 1  3  2  1 = 6 anagramas (ACBO, ACOB, ABCO, ABOC, AOCB e AOBC).

quantos anagramas terminados em O existem?

Seguindo o mesmo raciocínio do item a: As opções de letras que podem ser utilizadas em cada posição: 3  2  1  1= 6 anagramas.

no total, quantos anagramas existem?

Ao todo são 4 opções de letras que podem ser utilizadas. E para cada posição utilizar qualquer uma, exceto a letra utilizada anteriormente, temos então: 4  3  2  1 = 24 anagramas.

atividade 10

Em uma caixa foram colocadas 9 bolinhas, numeradas de 1 a 9. Para retirar uma bolinha dessa caixa, temos 9 maneiras diferentes: pegar a bolinha 1, ou a bolinha 2, ou a bolinha 3, e assim por diante. Para retirar duas bolinhas da caixa, temos já um número bem maior de maneiras diferentes: temos 8 vezes mais, isto é, 72 maneiras diferentes. Isso porque há 8 possibilidades de pegar a segunda bolinha depois de a primeira delas ter sido apanhada. Responda:

1. quantas maneiras diferentes existem para pegar 3 bolinhas dessa caixa?

Como temos 9 bolinhas numeradas em uma caixa, teremos 9 possibilidades para a primeira retirada, 8 possibilidades para a segunda e 7 para a terceira. Sendo assim, teremos                     9  8  7 = 504 maneiras diferentes de retirar a bolinha.

quantas maneiras diferentes existem para pegar 4 bolinhas dessa caixa?

Por meio de um raciocínio análogo ao desenvolvido no item a, obtemos: 9  8  7  6 = 3 024 maneiras diferentes de retirar a bolinha.

atividade 11

Suponha que, no caso do problema anterior, a bolinha que for pega seja jogada novamente na caixa antes que a próxima bolinha seja sorteada. Em outras palavras, a bolinha é reposta na caixa a cada sorteio. Nessa condição, de quantas maneiras diferentes podemos retirar dessa caixa:

1. duas bolinhas?

Como temos 9 bolinhas numeradas em uma caixa, teremos 9 possibilidades para a primeira retirada e 9 possibilidades para a segunda, visto que ela vai ser reposta. Sendo assim, teremos 9  9 = 81 maneiras diferentes.

três bolinhas?

Analogamente para 3 bolinhas temos:                       9  9  9 = 729 maneiras diferentes de retirada.

quatro bolinhas?

9  9  9  9 = 6.561 maneiras diferentes de retirar as 4 bolinhas.
atividade 12

Sete pessoas formarão ao acaso uma fila indiana. Em quantas ordenações diferentes poderá ser formada a fila?

Como temos 7 pessoas que serão ordenadas para formar fila, teremos 7 possibilidades para a primeira pessoa, 6 possibilidades para a segunda e 5 para a terceira e assim sucessivamente. Sendo assim, teremos: 

7  6  5  4  3  2  1 = 5 040 ordenações diferentes de pessoas formando filas diferentes.

atividade 13

Trocando a ordem das letras INA, podem ser formados 6 anagramas diferentes:

INA, IAN, AIN, ANI, NAI, NIA

Com as letras da palavra ANA, o número de anagramas é menor; são apenas 3:

ANA, AAN, NAA

Por que o número de anagramas dessas palavras não é o mesmo, se ambas têm 3 letras? A resposta é: a palavra ANA tem letras repetidas.

A palavra LUTA tem 24 anagramas, enquanto a palavra LULU, que tem 2 “L” e 2 “U”, tem apenas 6 anagramas, pois a troca de um “L” com outro ou a troca entre os dois “U” não gera novo anagrama. Quer dizer, o total de 24 anagramas de uma palavra com 4 letras distintas fica, no caso de LULU, duas vezes dividido por 2!, por causa dos “L” e dos “U” repetidos.  Então, 24÷2! ÷ 2! = 6. 

Veja por exemplo, a palavra INICIOU: apesar de ter 7 letras não tem 7! = 5040 anagramas distintos, pois tem o “I” repetido três vezes, uma vez que a troca de um “I” com outros dois “I” não gera novo anagrama. Quer dizer, o total de 5040 anagramas de uma palavra com 7 letras distintas fica, no caso de INICIOU dividido por 3!, em decorrência dos “I” repetidos. Assim, INICIOU tem 5040÷3! = 5040÷6 = 840 anagramas distintos.

Agora, responda: qual é o total de anagramas das palavras a seguir?

1. CARRO

Para a resolução deste problema, podemos observar que a palavra CARRO tem 5 letras, mas duas delas se repetem. Com 5 letras não repetidas conseguiremos formar 120 anagramas (resultado de 5!, ou seja, 5.4.3.2.1 = 120). Como nessa combinação há repetição de duas letras, é necessário dividir esse total por 2!, ou seja,     2  1 = 2, logo, o resultado será:

Relação fundamental para permutação com repetição:



Em que,  a, b são as quantidades de elementos repetidos.

CORPO

Utilizando o mesmo raciocínio, chegamos em:



CORRO

Agora com duas repetições, sendo as letras O e R, obtemos:



atividade 14

Quantos anagramas podem ser formados com as letras das palavras a seguir?

1. ANA

Temos uma permutação de 3 letras com repetição da letra A, obtendo assim:



CASA

Analogamente ao item anterior, temos uma permutação de 4 letras com repetição de A duas vezes, obtendo:



CABANA

Faremos a permutação de 6 letras com a repetição de três letras A:



atividade 15

Quando três meninas, Ana, Bia e Carla, e um menino, Dan, formam uma fila, temos 24 filas diferentes, como já vimos em problemas anteriores. Se, no entanto, o critério para a formação da fila não for a individualidade das pessoas, mas apenas o sexo, serão apenas 4 filas diferentes formadas por 3 mulheres (M) e um homem (H), da seguinte forma:

MMMH, MMHM, MHMM, HMMM

Com 5 pessoas, sendo 2 meninas e 3 meninos, quantas filas diferentes poderão ser formadas no caso de

1. ser considerada a individualidade das pessoas?

 possibilidades diferentes de filas.

ser considerado apenas o sexo das pessoas?

Por meio de um raciocínio análogo ao desenvolvido no item anterior, temos 5 pessoas para permutar, sendo que são duas meninas e três meninos, assim:




atividade 16

Três livros de Geografia diferentes e três livros de História diferentes serão colocados, um sobre o outro, de modo a formar uma pilha de livros. Quantas pilhas diferentes poderão ser formadas se:

1. não importar a matéria, e sim os livros, que, no caso, são todos diferentes?

Para a resolução deste problema, podemos observar que temos 6 livros distintos. 

Assim, 6! = 720 pilhas.

  a diferença entre os livros não for levada em conta, mas apenas o fato de que são de duas disciplinas diferentes?

Analogamente ao item anterior, temos 6 livros para permutar, sendo que três são de história e três de geografia, assim:





Tema 3: Formação de grupos com elementos de uma 

outra ou mais categorias.

Observe a representação de uma parte da árvore de possibilidades para o seguinte problema: quantos grupos ordenáveis (filas) de 3 elementos podemos formar com 7 pessoas?















		Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao observar a árvore percebemos que, para determinada pessoa em 1° lugar, há 6 opções para o 2° colocado e, para cada um destes, há 5 possibilidades de escolha para o 3° colocado. Assim, a quantidade de grupos ordenáveis é, nesse caso, igual ao produto 7  6   5 = 210

Agora, vamos mudar a questão e perguntar: a quanto ficaria reduzido o número de agrupamentos se eles não fossem ordenáveis? Isto é, se o agrupamento “João, José, Maria” fosse o mesmo de “João, Maria, José”, o mesmo de “Maria, José, João” e igual a todos os demais em que só é trocada a ordem dos participantes? Em outras palavras, se em vez de serem feitas filas, fossem feitos grupos de pessoas? Para responder, retomamos os problemas anteriormente resolvidos, mostrando que haverá 3! = 6 ordenações possíveis. Portanto, quaisquer 3 elementos que considerarmos entre 7 permitirão 3! = 6 ordenações possíveis. Assim, se temos 7.6.5 conjuntos ordenáveis,  temos (7 6  5) ÷ 3! conjuntos não ordenáveis, e a resposta do problema é 210 ÷ 6 = 35 grupos diferentes de 3 pessoas.





atividade 17

Cinco pessoas, Arnaldo, Benedito, Carla, Débora e Eliane, estão juntas em uma sala.

1. Quantos agrupamentos ordenáveis diferentes (filas) de 5 pessoas podem ser formados com essas 5 pessoas?

Permutação de 05 pessoas, 5! = 120 agrupamentos.

Quantos agrupamentos não ordenáveis diferentes (grupos) de 5 pessoas podem ser formados com essas 5 pessoas?

Para a resolução deste problema, devemos observar que a ordem das pessoas não importa, sendo assim temos apenas 1 grupo possível, formado por estas pessoas. Podemos também observar que este é o resultado obtido da divisão da contagem da ordenação (de 5!) pelo desconto da não ordenação (5!), ou seja, trata-se de uma situação de combinação e não de permutação como no item a.

Prezado Professor, inclua o item a seguir na atividade para complementar o raciocínio combinatório.

Quantos grupos diferentes de 2 pessoas podem ser formados com as pessoas presentes na sala?

Neste caso devemos calcular a combinação de 5 pessoas tomadas 2 a 2. Veja:



Comentário

A combinação simples pode ser definida como sendo um agrupamento dos elementos de um conjunto em subconjuntos. Na combinação simples a ordem dos elementos não é considerada na formação dos subconjuntos, devendo ser considerado uma única vez na contagem da quantidade de combinações. A expressão matemática utilizada para encontrar as quantidades de combinações simples de um conjunto é representada por:



atividade 18

Há 10 bolas em uma caixa, todas iguais com exceção da cor, sendo 4 bolas brancas e 6 bolas pretas. Quantos conjuntos de 4 bolas podem ser formados sendo:

1. [bookmark: _Hlk41381402]todas brancas

Observe que temos apenas 4 bolas de cor branca. Assim, temos apenas uma possibilidade de conjunto, contendo apenas bolas brancas. Podemos também observar que este é o resultado da divisão de 4! por 4!. (Combinação de 4 bolas tomadas 4 a 4).

[bookmark: _Hlk41381521]duas brancas e duas pretas?

Primeiramente encontraremos todas as possibilidades de agrupamentos de 2 bolas brancas calculando a combinação de 4 bolas tomadas 2 a 2.



Em seguida as possibilidades de agrupamentos de duas bolas pretas calculando a combinação de 6 bolas tomadas 2 a 2.



Multiplicando as duas combinações temos              15  6  = 90 possibilidades.

atividade 19

[bookmark: _Hlk41382373]Sobre a prateleira de um laboratório repousam 8 substâncias diferentes. Quantas misturas diferentes com iguais quantidades de 2 dessas substâncias podem ser feitas se:

1. [bookmark: _Hlk41382502]não houver qualquer restrição?

Para a resolução deste item, observe que se trata de formar um conjunto não ordenado de dois elementos a partir de 8 disponíveis. Podemos calcular a combinação de 08 elementos tomados 2 a 2. Veja:





[bookmark: _Hlk41383513]entre elas há 3 substâncias que não podem ser misturadas duas a duas por formarem um composto que exala gás tóxico?

De acordo com o item anterior temos 28 possíveis agrupamentos de 2 substâncias com as 08 disponíveis. Como 3 delas não podem se misturar entre si, podemos calcular o total de agrupamentos tomados 2 a 2 com essas 3 substâncias e subtrair do valor total.



Subtraindo do valor total temos: 28 – 3 = 25 misturas diferentes.

atividade 20

Uma seleção de basquete com 5 jogadores será formada por atletas escolhidos de apenas duas equipes A e B. Da equipe A, que possui 12 atletas, serão selecionados 2, enquanto a equipe B, que possui 10 atletas, cederá 3 para a seleção. Se todos os atletas têm potencial igual de jogo, quantas seleções diferentes poderão ser formadas?

Para a resolução deste problema, observe que um time de basquete é, claramente, um agrupamento não ordenável. 

Como temos duas categorias envolvidas, atletas da equipe A e atletas da equipe B, trata-se de calcular individualmente a quantidade de grupos formados a partir de cada equipe para, no final, multiplicá-los e obter a quantidade total.

Grupos de 2 atletas obtidos a partir dos 12 da equipe A:





Grupos de 3 atletas obtidos a partir dos 10 da equipe B:





Temos assim: 66  120 = 7.920 grupos distintos de 5 atletas, sendo 2 da equipe A e 3 da equipe B.

atividade 21

A partir de um conjunto de 15 bolas iguais, a não ser pela cor (8 são brancas, 4 pretas e 3 amarelas), serão formados grupos de 3 bolas. De quantas maneiras diferentes poderão ser formados esses grupos se não são desejáveis grupos que contenham bolas de uma única cor?

Observe que podemos calcular, inicialmente, a quantidade de grupos indesejáveis, isto é, formados apenas por bolas pretas, apenas por bolas brancas ou apenas por bolas amarelas, temos:

Grupos não ordenáveis de 3 bolas brancas:



Grupos não ordenáveis de 3 bolas pretas:



Grupos não ordenáveis de 3 bolas amarelas:



Somando 61 possibilidades indesejáveis.

Em seguida, calculamos o total de grupos de 3 bolas obtidos a partir das 15 bolas disponíveis.

Total de grupos de 3 bolas obtidos a partir do total de 15 bolas:





Por fim, subtraímos do total de grupos a quantidade de grupos indesejáveis.

Total de grupos de 3 bolas de 2 ou 3 cores:            455 – 61 = 394 grupos.



atividade 22

Na classe de Luiza e Roberta estudam, contando com elas, 34 alunos. De quantas maneiras diferentes podem ser formados grupos de trabalho de 4 alunos se Roberta e Luiza não podem participar juntas de um mesmo grupo?

Uma possibilidade de raciocínio é, calcular a quantidade total de grupos de 4 alunos formados a partir dos 34 disponíveis:

Grupos não ordenáveis de 4 alunos:





Em seguida, calcular a quantidade de grupos de 4 alunos em que Luiza e Roberta participam juntas.

Grupos não ordenáveis de 4 alunos, divididos em dois subgrupos de 2 alunos: um com Luiza e Roberta e outro com 2 dos demais 32 alunos:





Por fim, encontramos a diferença entre o total de grupos e número de grupos em que Luiza e Roberta estão juntas: 46.376 – 496 = 45.880 maneiras diferentes.

atividade 23

Dispomos de 8 pessoas para  formar  grupos de trabalho. De quantas maneiras diferentes o grupo poderá ser formado se dele participar(em):

1. apenas uma das 8 pessoas?

Com apenas 1 elemento no grupo, poderemos formar 8 grupos diferentes.

duas das 8 pessoas?

Com duas pessoas, teremos a seguinte quantidade duplas:



1. três das 8 pessoas?

Com três pessoas, teremos a seguinte quantidade de trios:

1. quatro das 8 pessoas?

Com quatro pessoas, teremos a seguinte quantidade de grupos:








atividade 24

Em uma sala há n pessoas com as quais formaremos grupos, ordenáveis ou não. De quantas maneiras diferentes podemos formar o grupo se ele tiver:

1. apenas 1 elemento?

Serão n maneiras diferentes de formar grupo com 1 único elemento.

2 elementos?

Grupos ordenáveis, de  2 elementos, dispondo de n possibilidades, temos: 



Grupos não ordenáveis nessa condição pode ser observada em:





3 elementos?

Grupos ordenáveis de 3 elementos, dispondo de n possibilidades, temos que:



Grupos não ordenáveis nessa condição podem ser observadas em:







4 elementos?

Grupos ordenáveis de 3 elementos, dispondo de n possibilidades, temos que:



Grupos não ordenáveis nessa condição podem ser observadas em:







p elementos, p < n?

Grupos ordenáveis de p elementos, dispondo de n:



Grupos não ordenáveis nessa condição podem ser observáveis em:



atividade 25

Em dupla, elabore um problema como os exercícios anteriores envolvendo análise combinatória. Troque o exercício elaborado com outra dupla que terá a missão de resolver e socializar com a turma. Vocês podem auxiliar a dupla que ficou responsável em resolver o problema elaborado.

Registre no seu caderno o problema elaborado e a resolução.

Comentário:

Livre criação do aluno. Contudo, a mediação do professor torna esta atividade uma forma de acompanhamento das habilidades desenvolvidas até aqui, e como o aluno organiza as informações para expressá-las na forma escrita e contextualizada. É importante a troca de saberes tanto no momento da escrita, quanto nas diferentes resoluções que possam surgir. Valorizar este momento é possibilitar o desenvolvimento dos saberes matemáticos em construção, pois é a hora de o aluno colocar em jogo tudo o que aprendeu, posicionar-se para defender as concepções adquiridas até o momento e sua linha de raciocínio.

atividade 26

Sete pessoas, 3 meninas e 4 meninos, entram em um cinema e vão ocupar 7 cadeiras. Uma pessoa em cada cadeira, colocadas lado a lado. De quantas maneiras diferentes essa ação poderá ser realizada se:

1. não houver qualquer restrição?

Temos: 7  6  5  4  3  2  1 = 7! = 5 040 maneiras.

na primeira cadeira sentar um menino e na última uma menina?

Observemos que, na primeira cadeira apenas os homens podem se sentar. Temos assim: 4._._._._._._.

Na última, apenas as mulheres, ou seja, 4._._._._._.3.

Temos, então, que para a primeira há 4 possibilidades e na última 3 possibilidades. Assim, restam 5 pessoas em posições intermediárias, entre homens e mulheres, para se sentarem,. nas 5 cadeiras restantes. Logo, para a segunda cadeira, tem-se 5 possibilidades, para a terceira, 4 possibilidades, e assim por diante:



duas meninas sempre ficarem lado a lado?

Considerando as duas meninas como uma só pessoa, teremos 6 pessoas para 6 lugares, isto é, 6!. Precisamos, entretanto, permutar a ordem entre as duas meninas. Assim, temos                  6!  2 = 1 440

todas as meninas ficarem lado a lado?

Para a resolução deste item, vamos calcular a permutação das meninas entre si: 3  2  1 = 6, e a permutação dos meninos entre si:                                 4  3  2  1= 24. Temos então: 6  24 = 1446 possibilidades.
E, por fim, multiplicamos o resultado por 5, pois são os possíveis lugares, intercalando entre os grupos de meninos e o grupo de meninas. Portanto, 144  5 = 720 maneiras.

todas as meninas ficarem lado a lado e os meninos também?

3  2  1  4  3  2  1 = 3!  4! = 144, ainda temos de multiplicar esse resultado por 2, referente à troca de ordem, primeiro as meninas ou primeiro os meninos. Portanto, 144  2 = 288 maneiras.

atividade 27

A fim de angariar fundos para uma viagem de estudos com sua turma, um professor de Matemática organizou uma rifa. Para tanto, ele imprimiu a maior quantidade possível de bilhetes contendo um número de 4 algarismos distintos. Depois, vendeu esses bilhetes a R$ 2,00 cada um para comprar as passagens que custavam, ao todo, R$ 4 000,00. Supondo que o professor tenha vendido todos os bilhetes, responda: ele conseguiu ou não comprar todas as passagens?

Considerando que 0 não pode estar na primeira posição, pois se trata de números com 4 algarismos, e que os algarismos são distintos, temos: 9  9  8  7 = 4 536 números; multiplicando o resultado obtido pelo preço de cada bilhete, temos: 4 536  2 = R$ 9 072,00 arrecadados. Portanto, o professor conseguiu, sim, comprar as passagens.




atividade 28

Em uma arquibancada há 12 pessoas sentadas, sendo que na fileira de trás estão 5 homens e uma mulher. Na fileira da frente estão 4 homens e 2 mulheres. Entre as pessoas deste grupo, duas, da fileira da frente, usam óculos, e dois homens da fileira de trás, também. Pensando apenas nas pessoas da fileira de trás, de quantas maneiras elas podem trocar as posições entre si:

1. sem qualquer restrição?

6! = 720 maneiras.

de modo que as duas pessoas de óculos fiquem sempre separadas?

Vamos calcular o total de filas em que duas pessoas de óculos estejam juntas e subtrair do total calculado no item a, logo:                                        2  1  4  3  2  1 = 48; multiplicando esse resultado por 5, pois são os possíveis lugares que as duas pessoas de óculos poderão ocupar, temos: 48  5 = 240 maneiras. Portanto,                       720 – 240 = 480 maneiras em que as pessoas de óculos estão separadas.

de modo que a mulher esteja sempre entre os dois homens que usam óculos?

Considerando os dois homens de óculos e a mulher como sendo uma única pessoa, teremos, portanto, 4 pessoas, ou seja, 4! = 24 maneiras. Multiplicando o resultado obtido por 2, referente à troca de ordem dos homens de óculos, temos: 24  2 = 48 maneiras em que a mulher está entre os 2 homens de óculos.

atividade 29

Pensando apenas nas pessoas da fileira da frente, de quantas maneiras elas podem trocar as posições entre si:


1. se as duas pessoas que usam óculos estiverem sempre lado a lado?

Considerando as duas pessoas de óculos como sendo uma só, teremos 5! (5 pessoas). É preciso multiplicar 5! por 2, referente à troca de posição entre as duas pessoas. Logo:                                     5!  2 = 120   2 = 240 maneiras.

se os homens sempre ficarem juntos e as mulheres também?

 Homens juntos em qualquer ordem = 4!;

Mulheres juntas em qualquer ordem = 2!;

Homens juntos e mulheres também:                 4!  2!  2 = 96.

atividade 30

Uma das pessoas sentadas será sorteada ao acaso. Qual é a probabilidade de que seja sorteado um homem da fileira da frente?

Na fila da frente estão sentados 4 homens, logo: 

atividade 31

Se foram sorteadas duas pessoas, uma da fileira da frente e outra da fileira de trás, qual é a probabilidade de que sejam sorteadas duas pessoas de óculos?





Tema 4: Estudando as probabilidades

atividade 1

Leia o trecho a seguir retirado do texto “O difícil acaso” do livro “A matemática das coisas”. Autor: Nuno Crato (adaptado)

UM FATO CURIOSO!

“...No século XVIII, o naturalista francês Georges Louis Leclerc (1707-1788), conhecido dos matemáticos como Conde de Buffon, resolveu fazer uma experiência. Ele, ou talvez algum dos seus criados, lançou uma moeda ao ar 4040 vezes e obteve 2084 vezes “cara”. Já no século XX, o estatístico inglês Karl Pearson (1857- 1936) repetiu a experiência 24 mil vezes, obtendo 12012 caras. Durante a guerra, um matemático inglês prisioneiro dos Nazis ocupou o tempo da mesma forma, contando 5067 caras em dez mil lançamentos. Estes dados sugerem que uma moeda pode ser um razoável instrumento aleatório quando há um equilíbrio entre dois resultados possíveis. Se o leitor quiser repetir estas experiências, terá de ter cuidado e apanhar a moeda ainda no ar - quando se deixa a moeda rolar pelo chão antes de assentar numa das faces, a diferença de desenho dos dois lados favorece habitualmente um deles...”

Prezado(a) Professor(a), ao término da leitura do texto, apresente aos estudantes a seguinte questão norteadora: Sendo o total de lançamentos o espaço amostral, calcule a proporção de ocorrências de “cara” de cada matemático.

Veja a sugestão de resolução, após o desenvolvimento da atividade 3.

atividade 2

Considerando a probabilidade experimental apresentada, em dupla complete a tabela a seguir lançando uma moeda 20 vezes. Utilize C para cara e K para coroa.



		Lançamentos

		1

		2

		3

		4

		5

		6

		7

		8

		9

		10



		Resultado

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		







		[bookmark: _Hlk27385755]Lançamentos

		11

		12

		13

		14

		15

		16

		17

		18

		19

		20



		Resultado

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		





1. a partir da sua experimentação, calcule a probabilidade de sair cara no lançamento de uma moeda.

Veja a sugestão de resolução, após o desenvolvimento da atividade 3.



ATIVIDADE 3

Repita a experimentação com o lançamento da moeda e complete a tabela a seguir



		Lançamentos

		20

		40

		60



		Nº de ocorrências de cara (C)

		

		

		



		Probabilidade experimental

		

		

		





1. analisando os resultados da probabilidade experimental, o que podemos concluir?

Atividades 1, 2 e 3

O estudo dos fenômenos que envolviam determinadas possibilidades fez surgir a Probabilidade. Alguns livros indicam que o surgimento da teoria das probabilidades teve início com os jogos de azar disseminados na Idade Média. Esse tipo de jogo é comumente praticado por meio de apostas. Na ocasião também era utilizado no intuito de antecipar o futuro, por isso é comum encontrarmos muitos problemas envolvendo dados, cartas de baralho e moedas. As estratégias didáticas, propostas nas atividades a seguir, desenvolverão habilidades importantes que partem da análise e descrição dos espaços amostrais até o raciocínio combinatório, propiciando a diversidade de etapas de avaliação. Uma dessas etapas pode ser realizada em duplas ou trios de alunos, uma vez que a comparação entre diferentes estratégias de raciocínio permite compreender a situação-problema sob o ponto de vista mais amplo, estimulando-se tanto a escolha de estratégias mais eficientes, quanto a recuperação de estratégias anteriormente mobilizadas em situações semelhantes.

Caro professor, analise as sugestões de resolução das questões propostas sem deixar de validar e considerar o raciocínio lógico dedutivo e quantitativo dos alunos.

Para o desenvolvimento dessas atividades sugerimos a organização dos alunos em duplas os quais vivenciarão um experimento semelhante ao realizado por matemáticos que desenvolveram a teoria das probabilidades. É importante comentar com seus alunos que o resultado se aproxima de   à medida que o número de repetições do experimento aumenta e que, dificilmente, o resultado do quociente do número de caras do total de lançamentos é exatamente . Destaque que o valor   é a probabilidade, mas que, na prática, isso não significa que   dos lançamentos resulta em cara e a outra metade, em coroa.  Outro fator importante, é o relato escrito dos alunos quanto ao desenvolvimento do experimento e o cálculo das probabilidades, que poderá ser explorado na forma fracionária, decimal e porcentagem. Veja a probabilidade de cada matemático nos experimentos:

Georges Louis Leclerc:



Karl Pearson



Prisioneiro dos Nazis:



atividade 4

Descreva o espaço amostral para cada uma das situações a seguir:

1. no lançamento de 01 dado não viciado;

A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

no lançamento de dois dados não viciados;

Veja tabela a seguir:




		D2

D1



		1

		2

		3

		4

		5

		6



		1

		(1, 1)

		(1, 2)

		(1, 3)

		(1, 4)

		(1, 5)

		(1, 6)



		2

		(2, 1)

		(2, 2)

		(2, 3)

		(2, 4)

		(2, 5)

		(2, 6)



		3

		(3, 1)

		(3, 2)

		(3, 3)

		(3, 4)

		(3, 5)

		(3, 6)



		4

		(4, 1)

		(4, 2)

		(4, 3)

		(4, 4)

		(4, 5)

		(4, 6)



		5

		(5, 1)

		(5, 2)

		(5, 3)

		(5, 4)

		(5, 5)

		(5, 6)



		6

		(6, 1)

		(6, 2)

		(6, 3)

		(6, 4)

		(6, 5)

		(6, 6)







no lançamento de uma moeda 3 vezes consecutivas;

Seja C = cara e K = coroa temos o espaço amostral no lançamento de 3 moedas:

C = {KKK, KKC, KCC, KCK, CCC, CCK, CKK, CKC}

escolher, aleatoriamente um homem e uma mulher em grupo de 8 pessoas com 03 homens e 05 mulheres;

Seja H = homem e M = mulher, temos o espaço amostral de 08 pessoas sendo 3 homens e 5 mulheres representado por                                                    D = {H, H, H, M, M, M, M, M}

escolher uma carta de um baralho completo.

Um baralho completo tem 52 cartas. Veja:




		BARALHO COMPLETO



		CARTAS

VERMELHAS

		CARTAS

PRETAS



		♥

		♦

		♣

		♠



		A

		A

		A

		A



		2

		2

		2

		2



		3

		3

		3

		3



		4

		4

		4

		4



		5

		5

		5

		5



		6

		6

		6

		6



		7

		7

		7

		7



		8

		8

		8

		8



		9

		9

		9

		9



		10

		10

		10

		10



		J

		J

		J

		J



		Q

		Q

		Q

		Q



		K

		K

		K

		K







atividade 5

A professora Paula da 2ª série A começou a aula de probabilidade com um desafio, colocou sobre a mesa 50 fichas numeradas de 01 a 50 e pediu para três alunos, Ana, Carla e Marcos, respectivamente, retirarem uma ficha cada um sem colocar de volta e perguntou aos demais:

1. qual a probabilidade de Ana retirar uma ficha com um número múltiplo de 08?

Evento: E = {8, 16, 24, 32, 40, 48}, assim                     N(E) = 6 ;

Espaço amostral: 1 a 50, N() = 50





qual a probabilidade de Carla retirar uma ficha que tenha um número primo?



N(E) = 15

 = 49 números (uma carta com um número composto já foi retirada por Ana).



qual probabilidade de Marcos ter tirado um número múltiplo de 15?

E = {15, 30, 45}

N(E) = 3

N() = 48



o que mudaria nos cálculos de probabilidade se cada um que retirasse a ficha colocasse de volta na mesa antes do outro aluno retirar?

Se houvesse a reposição, o espaço amostral seria 50 em todos os eventos, e diminuiria a probabilidade nos itens b e c.

No item a) 0,12 = 12%, b) 0,3 = 30% e c) 0,06 = 6%.

atividade 6

[image: ]O dodecaedro é um poliedro regular com 12 faces. As figuras a seguir mostram a planificação e um dodecaedro com suas faces numeradas de 01 a 12.

Ao lançar esse dodecaedro, com relação às faces voltadas para cima encontre:





Fonte: Elaborada pelo autor

Espaço amostral Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} para os itens de a) até d).

1. a probabilidade de cair um número par;

E = {2, 4, 6, 8, 10, 12}, 




a probabilidade de cair um número primo;

E = {2, 3, 5, 7, 11}



a probabilidade de cair um número par e primo;

E = {2}



a probabilidade de cair um primo ou par;

E = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12}



a probabilidade de cair um número par e um número ímpar respectivamente em dois lançamentos.

N() = 12  12 = 144 possibilidades. N(E) = 36 possibilidades. (temos 72 possibilidades de cair primeiro um número par, ([Par, Par] e [Par, Ímpar]), porém em apenas 36 delas o segundo número será ímpar).



atividade 7

No lançamento de um dado não viciado o resultado foi um número maior do que 3, qual é a probabilidade de esse ser um número par?

Este problema é de probabilidade condicional e teremos duas possibilidades de encontrar a solução:

A = {4, 5, 6} número maior que 3 no lançamento do dado.

B = {4, 6} número par e maior que 3 no lançamento do dado.




Podemos, também, usar a relação de probabilidade condicional:



A = {ser maior que 3} = {4, 5, 6}

B = {ser par} = {2, 4, 6}

A ∩ B = {ser maior que 3 e ser par} = {4, 6}

Assim, também, teremos 2 eventos em um universo de 3 possibilidades.






ATIVIDADE 8

(Enem 2013) Uma loja acompanhou o número de compradores de dois produtos, A e B, durante os meses de janeiro, fevereiro e março de 2012. Com isso, obteve este gráfico:

[image: ]











A loja sorteará um brinde entre os compradores do produto A e outro brinde entre os compradores do produto B. Qual a probabilidade de que os dois sorteados tenham feito suas compras em fevereiro de 2012?

1/20

3/242

5/22

6/25

7/15

Registre seu raciocínio para assinalar a alternativa correta.

A probabilidade de dois eventos independentes ocorrerem simultaneamente é calculada por meio do produto das probabilidades de cada um ocorrer separadamente.

A probabilidade do ganhador do sorteio dos compradores do produto A ter realizado a compra no mês de fevereiro é de , pois 30 fizeram a compra em fevereiro em um total de:   10 + 30 + 60 = 100 produtos A comprados. Já a probabilidade para o produto B é de , pois 20 compraram em fevereiro em um total de 20 + 20 + 80 = 120 produtos B.

Assim a probabilidade pedida é de: 


Portanto, alternativa (A) correta.

atividade 9

Um Buffet comprou em uma liquidação de fábrica duas caixas com pratos de porcelana de marcas diferentes A e B porém alguns pratos estavam com defeito. A porcentagem de pratos defeituosos, respectivamente, nas caixas A e B é de 15% e de 5%. Foram misturados, numa caixa 100 pratos do tipo A  e 100 pratos do tipo B. Se tirarmos um prato ao acaso e ele for defeituoso, a probabilidade de que ele seja da marca A é de

1. 10%

1. 15%

1. 30%

1. 50%

1. 75%



A caixa possui um total de 200 pratos de porcelana e há 15¨% de 100, que corresponde a  15 pratos defeituosos do tipo A e 5% de 100 que corresponde a 5 pratos defeituosos do tipo B. Logo, há um total de 20 pratos defeituosos no total. Como já foi detectado que o prato retirado é defeituoso, o espaço amostral fica reduzido de 200 para 20.



		Pratos

		Tipo A

		Tipo B

		Tipo C



		Defeituosos

		15

		5

		20



		Não defeituosos

		85

		95

		180



		Total

		100

		100

		200







Alternativa  (E)




atividade 10

(ENEM) As 23 ex-alunas de uma turma que completou o Ensino Médio há 10 anos se encontraram em uma reunião comemorativa. Várias  delas haviam se casado e tido filhos.  A distribuição das mulheres, de acordo com  a quantidade de filhos, é mostrada no gráfico mostrado.













Um prêmio foi sorteado entre todos os filhos dessas ex-alunas. A probabilidade de que a criança premiada tenha sido um(a) filho(a) é:

1. 

1. 

1. 

1. 

1. 

Professor, atente-se ao fato de que o filho sorteado é o filho único.

Ao analisar o gráfico, obtemos a quantidade total de filhos:

08 mulheres não tem filhos: 8  0 = 0;

07 mulheres têm apenas 01 filho: 7  1 = 7;

06 mulheres têm 02 filhos: 6  2 = 12 filhos;

02 mulheres têm 03 filhos: 2  3 = 6 filhos.

Logo, a quantidade total de filhos é:

0 + 7 + 12 + 6 = 25.

Desse total, 7 são filhos únicos, portanto a probabilidade de escolhermos um filho único é:



Alternativa (E)



Atenção para as próximas atividades!

Uma vez discutidos o cálculo de probabilidades de ocorrência de eventos que dispensam o raciocínio combinatório, e também os casos de formação de grupos ordenáveis e não ordenáveis, as próximas atividades (11 a 24), apresentarão aos alunos o cálculo de probabilidades de eventos que exigem a mobilização do raciocínio combinatório. Os casos mais comuns de probabilidade envolvendo raciocínio combinatório estão associados à formação de grupos não ordenáveis, sendo esse o principal aspecto que merece atenção no desenvolvimento metodológico que ora será proposto.

Com base nessas premissas, propomos que o professor apresente à turma alguns problemas típicos e que, na discussão sobre o “como resolver”, chame a atenção dos alunos para a questão da ordenação dos sorteios e para a importância dos fatoriais nessas situações. Apresentamos, em seguida, algumas dessas situações-problema, acompanhadas de resolução e eventuais comentários que julgamos importante salientar.

atividade 11

Considere a seguinte situação: duas pessoas serão sorteadas de um grupo formado por 8 pessoas, em que 3 são homens e 5 mulheres. Para essa situação, calcule a probabilidade de ocorrência de:

1. dois homens:






duas mulheres:



uma pessoa de cada sexo:





Ou seja:

p(1 pessoa de cada sexo)  2  26,8%  53,6%

atividade 12

Calcule a soma dos resultados que você  obteve nos itens a, b e c da atividade anterior e, se não obtiver 100%, descubra o que está errado.

10,7% + 35,7% + 53,6% = 100%, portanto, os cálculos da atividade 11 estão corretos.

Veja:



atividade 13

Será realizado um sorteio de 3 pessoas entre 8, em um grupo formado por 5 mulheres e 3 homens. Determine a probabilidade de que sejam sorteados:

1. um homem, outro homem e uma mulher, nessa ordem;



dois homens e uma mulher, em qualquer ordem;



(Multiplica-se pelas 3 possibilidades: HHM, MHH e HMH)

[bookmark: _Hlk41577075]
um homem, uma mulher e outra mulher, nesta ordem;



um homem e duas mulheres, em qualquer ordem.



(Multiplica-se pelas 3 possibilidades: MMH, HMM e MHM).

atividade 14

Considere um cofre com 3 rodas de fechaduras sendo cada uma delas com 12 letras (A a L).

1. quantas combinações serão possíveis ao escolher uma letra para cada roda?

Considere as 12 letras em cada roda: A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L.

Temos 12 possibilidades em cada roda, então o total de combinações será:

12  12  12 = 1728.

o dono desse cofre esqueceu o segredo, porém lembra que as letras da primeira e segunda roda são vogais diferentes e na última é uma consoante. Quantos são os códigos que satisfazem essa condição?

Temos 03 vogais {A, E, I} e 09 consoantes {B, C, D, F, G, H, J, K, L}, considerando que nas duas primeiras temos duas vogais diferentes e na terceira uma consoante, o total de combinações será:

3  2  9 = 54 códigos diferentes.

[bookmark: _Hlk41580411]qual a probabilidade de o dono do cofre acertar na primeira tentativa?

A probabilidade de acertar na primeira tentativa é: 




atividade 15

Em grupo, elabore um problema como o exercício anterior envolvendo segredos de cofre com números. Troque o exercício elaborado com outro grupo que terá a missão de resolver e socializar com a turma. O seu grupo poderá auxiliar o grupo que ficou responsável em resolver o que foi elaborado por você.

Registre no seu caderno de anotações, o problema elaborado pelo grupo e sua resolução.

Comentários:

Professor, salientamos que a habilidade desenvolvida prevê, além da resolução, a elaboração de problemas. A proposta desta atividade é organizar os alunos em grupos produtivos para a elaboração de um problema tendo como modelo a atividade anterior (nº 14). Além da elaboração, sugerimos que os grupos troquem entre si o que foi elaborado para que o outro grupo possa tentar encontrar a solução do problema e socializar com toda a turma.

Observamos que por se tratar de uma livre criação do aluno a atividade poderá ser uma forma de avaliação e que o acompanhamento do professor torna essa atividade uma forma de verificação  das habilidades desenvolvidas até aqui, assim como o aluno organiza as informações para expressá-las de forma escrita e contextualizada. Valorizar esta construção é possibilitar o desenvolvimento dos saberes matemáticos em construção, pois é o momento de o aluno colocar em prática tudo o que aprendeu, e posicionar-se para defender suas percepções.

atividade 16

Joaquim guarda suas economias em uma caixa, ao verificar o que já tinha guardado constatou que tinha na caixa: 3 notas de R$100,00; 5 notas de R$ 50,00; 6 notas de R$10,00 e 8 notas de R$ 5,00. Se ele retirar da caixa duas notas simultaneamente e ao acaso, qual a probabilidade de que uma seja uma de R$100,00 e a outra de R$50,00 em qualquer ordem?

No total, temos 22 notas na caixa. Ao retirar a primeira nota haverá 22 notas na caixa e ao retirar a segunda nota, haverá 21 notas na caixa, sendo:

3 notas de R$ 100,00;

5 notas de R$ 50,00.

Assim, temos que:









atividade 17

Uma pessoa joga uma moeda quatro vezes, qual a probabilidade de sair CARA nas quatro jogadas.

Podemos encontrar a quantidade de eventos  do espaço amostral calculando:          =16  eventos possíveis.

(Número de possibilidades no lançamento de uma moeda, cara ou coroa (2), elevado ao número de lançamentos consecutivos (4)).

Eventos favoráveis: 1 evento (C, C, C, C), então a probabilidade (P) será:






atividade 18

Foi realizada uma pesquisa com todos os 1000 alunos de uma escola de ensino fundamental e médio com relação à preferência no uso de redes sociais. Foi constatado que 400 alunos preferem utilizar a rede social A, 300 preferem a rede social B e 200 alunos disseram que ambas são utilizadas igualmente. Escolhendo-se um aluno ao acaso, qual a probabilidade desse aluno preferir a rede social A ou B?

Comentário:

Nesta atividade a teoria dos conjuntos facilitará a identificação da quantidade exata do número de alunos que preferem exclusivamente uma das redes sociais A ou B. Para isso utilizaremos o Diagrama de Venn.
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Então:



atividade 19

No jogo de loteria oficial Mega-Sena, um apostador escolhe no mínimo 6 dezenas entre 60. São sorteadas 6 dezenas e o ganhador do prêmio maior deve ter escolhido todas as dezenas sorteadas. Qual é a probabilidade de um apostador que escolheu 8 dezenas ganhar o maior prêmio?


Supondo que o apostador acertou todas as dezenas, como pede o enunciado da questão, não será necessário considerar a troca de ordem dos sorteios, uma vez que há apenas uma categoria envolvida: acertos.

Desta forma a probabilidade de 6 acertos em 6 sorteios tendo escolhida 8 dezenas, será:



atividade 20

Qual é a probabilidade de o apostador descrito no enunciado da atividade anterior acertar 4 das 6 dezenas sorteadas?

Fixaremos uma ordem para os resultados do sorteio. Calcularemos a probabilidade dessa ordenação e, em seguida, introduziremos o fator que considera a troca de ordem. A ordem fixada será esta: Acerto, Acerto, Acerto, Erro, Erro.



Então:



É preciso atentar para os dois últimos fatores dessa multiplicação, que correspondem à chance de erros. Nesse caso, devemos lembrar que são 60 dezenas no total e que o apostador escolheu 8 delas. Assim, há 52 dezenas não escolhidas e que poderão ser sorteadas no caso de o apostador não ter sucesso em suas escolhas.

O fator que considera todas as ordenações possíveis entre os 6 elementos AAAAEE é este: .

Assim, a possibilidade de 4 acertos, portanto, de 2 erros, em 6 sorteios consecutivos é esta:






atividade 21

Em uma caixa há 20 bolas iguais, a não ser pela cor. Dessas bolas, 1/4 é verde, 2/5 são amarelas e o grupo restante é formado apenas por bolas da cor rosa. Serão realizados três sorteios com reposição de uma bola a cada vez. Nessa condição, uma mesma bola pode ser sorteada mais de uma vez. Qual é a chance de serem sorteadas:

1. bolas de uma única cor?

As frações  determinam as razões na caixa de bolas, respectivamente, das cores verde e amarela. A razão referente às bolas da cor rosa é:



Essas frações correspondem, portanto, à probabilidade de cada cor, uma vez que podemos ter bolas verdes, bolas amarelas ou bolas da cor rosa. Assim, trata-se de calcular os três resultados, visto não haver qualquer interseção entre eles.







Comentário:

Vale ressaltar dois aspectos da resolução desse problema. Em primeiro lugar, o fato de que não foi necessário considerar a não ordenação do conjunto, visto que cada um deles é formado por elementos de mesma categoria: todos são verdes, ou todos são amarelos, ou todos são rosa. Em segundo lugar, é preciso notar que nos sorteios “com reposição” a probabilidade de ocorrência de cada evento é constante, visto não se alterarem as condições entre um sorteio e outro.

apenas bolas verdes ou amarelas?

O fato de que apenas verdes ou amarelas sejam sorteadas implica que não sejam sorteadas bolas da cor rosa. Há duas maneiras aparentemente diferentes de resolver esse problema.

Analisemos cada uma delas.

Primeira maneira: podemos analisar as possibilidades de que sejam sorteadas 3 bolas divididas entre (V) e amarelas (A). São estes os casos e suas probabilidades:



(Atenção para a  )



A probabilidade procurada é a soma desses casos. Assim:

P(não rosa) =



Segunda maneira: visto que as bolas da cor rosa não podem ser sorteadas, podemos adicionar a probabilidade de bolas de cor verde com a de bolas de cor amarela, para ter a probabilidade desejada em cada sorteio.



P(não rosa em 3 sorteios consecutivos com reposição) =

Comentário

Chamamos a atenção do professor para o fato de que as duas respostas são idênticas e que ,talvez, valha a pena mostrar aos estudantes que a adição apresentada na primeira maneira de resolver o problema coincide com o desenvolvimento do binômio que representa a segunda maneira. Com essa ação, o professor preparará o terreno para discussão do Tema 5, acerca da probabilidade binomial.

atividade 22

Lucia e Jair estão, com outras 8 pessoas, esperando o sorteio de 4 pessoas para a formação de um grupo de trabalho. Qual é a probabilidade de Jair e Lucia não fazerem parte, os dois, do grupo sorteado?

Podemos resolver esse problema de duas maneiras.

Primeira maneira: calculamos a probabilidade de que Jair e Lucia façam parte do grupo sorteado e, em seguida, consideramos o complemento para 100% do valor obtido.

P(Jair, Lucia e outras duas pessoas) =



Devemos observar o fator que representa os fatoriais, que considera a não ordenação da sequência (Jair, Lucia, Pessoa, Pessoa). Se a probabilidade de os dois serem sorteados juntos é igual a , a probabilidade de que não sejam sorteados juntos é .

Segunda maneira: vamos analisar os casos possíveis, que são estes: apenas Jair sem Lucia, apenas Lucia sem Jair, nem Lucia nem Jair.



[bookmark: _Hlk41642149]

P(apenas Lucia sem Jair) =



P(nem Lucia nem Jair) =

[bookmark: _Hlk41643514]

A probabilidade desejada é o resultado da adição desses três casos, isto é:









Confirmamos então, que a probabilidade procurada é igual a .

atividade 23

Imagine 9 pessoas, sendo 4 homens e 5 mulheres, e calcule o que se pede.

1. quantas filas diferentes podem ser formadas?

9! = 362.880 filas

quantas filas diferentes podem ser formadas se os homens ficarem juntos?

Considerando os 4 homens como uma única pessoas, teremos, portanto, 6 pessoas, ou seja, 6! = 720 filas. Considerando agora a troca de ordem dos 4 homens, teremos 720  4! = 17.280 filas.

quantas filas diferentes podem ser formadas se os homens ficarem juntos e as mulheres também?

4!  5!  2! = 5.760 filas.

quantos grupos diferentes de 9 pessoas podem ser formados?

1 grupo pois temos exatamente 9 pessoas.

quantos grupos diferentes de 4 pessoas podem ser formados?






quantos grupos diferentes de 4 pessoas, com 2 homens e 2 mulheres, podem ser formados?



quantos grupos diferentes de 4 pessoas do mesmo sexo podem ser formados?

Grupos de 4 homens: 1 grupo, pois temos exatamente 4 homens.

Grupos de 4 mulheres: 



Portanto, poderão ser formados 5 + 1 = 6 grupos de 4 pessoas do mesmo sexo.

qual a probabilidade de sortearmos ao acaso duas pessoas do mesmo sexo? E três pessoas?

Primeiramente, vamos calcular o espaço amostral para cada caso (duplas e trios) considerando o grupo de 9 pessoas sendo 4 homens e 5 mulheres.

total de duplas considerando homens e mulheres:



total de trios considerando homens e mulheres:



Vamos calcular o total de duplas com pessoas do mesmo sexo (eventos).

total de duplas de homens:




total de duplas de mulheres:



Portanto, a probabilidade de escolhermos ao acaso duas pessoas do mesmo sexo será:





Somando as duas probabilidades, temos: 

16,6% + 27,7% = 44,3% aproximadamente.

Vamos calcular agora o total de trios com pessoas do mesmo sexo (eventos).

total de trios de homens:



total de trios de mulheres:



A probabilidade de escolhermos ao acaso um trio de pessoas do mesmo sexo será:





Somando as duas probabilidades temos:           4,76% + 11,9% = 16,66% aproximadamente.




atividade 24

(UFF–RJ) Em um jogo de bingo são sorteadas, sem reposição, bolas numeradas de 1 a 75, e um participante concorre com a cartela reproduzida abaixo. Qual é a probabilidade de que os três primeiros números sorteados estejam nessa cartela?

[image: ]












Professor, utilize o princípio fundamental da contagem. Veja que a cartela contém 24 números entre um universo de 75 que serão sorteados. A chance dos três primeiros números dessa cartela serem sorteados nas três primeiras rodadas respeita a seguinte ordem:

1º sorteio	

2º sorteio	

3º sorteio	

Calculamos a chance realizando o produto entre os eventos:



A chance dos três primeiros números sorteados serem da cartela é de aproximadamente 3%.





Tema 5: Distribuição binomial de probabilidades

Se um evento é repetido n vezes nas mesmas condições e de modo independente, e queremos a probabilidade da ocorrência do resultado esperado em p dessas n vezes, estamos diante de um caso binomial, isto é, um caso em que devemos considerar, a cada repetição do experimento, apenas duas possibilidades, sucesso ou fracasso. Daí o termo binômio, que tem como um dos exemplos mais comuns o lançamento de uma moeda certo número de vezes.





atividade 1

Uma moeda comum, ao ser lançada, determina probabilidade 1/2 para cada uma de suas faces, cara ou coroa. Lançando-se, por exemplo, 8 vezes uma moeda, qual é a probabilidade de ocorrência de 3 caras nos três primeiros lançamentos e de 5 coroas nos demais?





atividade 2

Serão realizados 5 sorteios sucessivos utilizando-se 20 bolas e sendo 4 delas vermelhas. Ha- verá reposição de uma bola a cada vez. Escreva a probabilidade de saírem:

1. 5 bolas vermelhas;






4 bolas vermelhas e uma não vermelha;





3 bolas vermelhas e duas não vermelhas;





atividade 3

O que é mais provável: duas caras no lança mento de 4 moedas ou uma face 6 no lança mento de 2 dados?

Chamamos  a probabilidade de 2 caras, portanto 2 coroas, no lançamento de 4 moedas, e de  a probabilidade de apenas uma face 6 no lançamento de dois dados.





Portanto, como , é mais provável duas caras no lançamento de 4 moedas.

atividade 4

Uma prova é formada por 10 testes com 5 alternativas cada um, em que apenas uma delas é correta. Qual é a probabilidade de um aluno acertar, “chutando”, 4 testes nesta prova?

Em cada teste, a chance de acerto é igual a 1/5 e a chance de erro é de 4/5. Para acertar “chutando”, 4 testes e, portanto, errar 6 testes, a chance é:




atividade 5

Estatisticamente, 1 em cada 10 televisores de determinada marca apresenta problemas de funcionamento. Uma loja de eletrodomésticos acaba de comprar 6 desses televisores para revender. Supondo que todos sejam vendidos, qual é a probabilidade de a loja receber reclamações de:

1. nenhum comprador?

apenas 1 comprador?

apenas 2 compradores?

3 compradores?

4 compradores?

5 compradores?

todos os compradores?

A probabilidade de “sucesso”, nesse caso, pode ser a de o televisor apresentar problema, ou seja, , enquanto a probabilidade de “fracasso” é a de o televisor não apresentar problema, isto é, ,. Dessa maneira, a resolução esperada dos estudantes deve apresentar os seguintes resultados:









  







Lembrando que:  

e calculados da seguinte forma:





sem filhos	1 filho	2 filhos	3 filhos 	8	7	6	2	
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MATEMÁTICA

3a Série – Ensino Médio

3º Bimestre











1. Organização das grades curriculares

[bookmark: _Hlk41305260][bookmark: _GoBack]Apresentamos a seguir uma grade curricular para a transição do material de apoio do Currículo do Estado de São Paulo, contendo os temas, a descrição das habilidades do Currículo Oficial de Matemática e sua respectiva relação com as competências gerais da Base Nacional Comum  Curricular (BNCC) do Ensino Médio, além de algumas orientações pedagógicas, para as três séries que compõe o referido estágio de ensino da escolaridade básica.

A lista dos conteúdos curriculares e habilidades, em Matemática, não é rígida e inflexível. O que se pretende é a articulação entre os temas (álgebra, geometria, grandezas e medidas, números e probabilidade e estatística), tendo em vista os princípios que fundamentam o Currículo Oficial: a busca de uma formação voltada para as competências pessoais, a abordagem dos conteúdos que valorize a cultura e o mundo do trabalho, a caracterização da escola como uma organização viva, que busca o ensino, mas que também aprende com as circunstâncias. 

Enfim, ao fixar os conteúdos disciplinares/objetos de conhecimento, é preciso ter em mente que a expectativa de todo o ensino é que a aprendizagem efetivamente ocorra. As disciplinas curriculares não são um fim em si mesmas, o que se espera dos conteúdos é que eles realmente possam ser mobilizados, tendo em vista o desenvolvimento de competências pessoais, tais como a capacidade de expressão, de compreensão, de argumentação etc.




1.1 Grade Curricular da 3ª série do Ensino Médio – 3º Bimestre



		[bookmark: _Hlk40887760]ENSINO MÉDIO – CURRÍCULO DE MATEMÁTICA – 3ª SÉRIE (3º BIMESTRE) 



		CURRÍCULO OFICIAL – SEDUC-SP

		Base Nacional Comum Curricular



		Tema/Conteúdo 

		Habilidades

		Competências Gerais



		Relações

· Estudo das funções

Qualidade das funções;

Gráficos: funções trigonométricas, exponencial, logarítmica e polinomiais;

Gráficos: análise de sinal crescimento e taxa de variação.

Composição: translações e reflexões;

Inversão.

		Saber usar de modo sistemático as funções para caracterizar relações de interdependência, reconhecendo as funções de 1º e 2º graus, seno, cosseno, tangente, exponencial e logarítmica, com suas propriedades características.

Saber construir gráficos de funções por meio de transformações em funções mais simples (translações horizontais, verticais, simetrias, inversões).

Compreender o significado da taxa de variação unitária (variação de f(x) por unidade a mais de x), utilizando o crescimento, o decrescimento e a concavidade de gráficos.

Conhecer o significado, em diferentes contextos, do crescimento e do decrescimento exponencial, incluindo-se os que expressam por meio de funções de base .

		2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer à abordagem própria das ciências, incluindo a investigação, a reflexão, a análise crítica, a imaginação e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipóteses, formular e resolver problemas e criar soluções (inclusive tecnológicas) com base nos conhecimentos das diferentes áreas.

4. Utilizar diferentes linguagens – verbal (oral ou visual-motora, como Libras, e escrita), corporal, visual, sonora e digital bem como conhecimentos das linguagens artística, matemática e científica, para se expressar e partilhar informações, experiências, ideias e sentimentos em diferentes contextos e produzir sentidos que levem ao entendimento mútuo.
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1.1.1 Estudo funcional de funções do primeiro e segundo graus.



De forma geral, as funções polinomiais são instrumentos fundamentais para a representação das relações de interdependência entre grandezas, conforme foram desenvolvidos durante a aprendizagem dos alunos em anos anteriores. Por exemplo, no 7º ano do Ensino Fundamental foram exploradas situações envolvendo a proporcionalidade direta e inversa entre grandezas, que conduzem a relações do tipo y = kx, ou, então, , de modo que k é uma constante não nula.

Já no 9º ano, foram estudadas as funções               y = ax + b  e  , além da representação destas em gráficos.

Recorrendo às considerações anteriores, destacamos as funções que traduzem matematicamente os processos que envolvem relações de proporcionalidade direta (gráficos lineares), ou relações em que uma grandeza é proporcional ao quadrado de outra (gráficos com a forma de parábola).

Convém ressaltar, que a construção de gráficos das funções acima indicadas é objeto de atenção na Competência Específica 1, na habilidade (EM13MAT101). No desenvolvimento da habilidade descrita nesta Competência Específica, pensamos na resolução e elaboração de sequências de atividades que envolvem situações concretas em que a consideração das grandezas envolvidas conduz a uma função polinomial de 1º ou de 2º grau, que contemplem com destaque problemas de otimização, ou seja, problemas que envolvem a obtenção do valor máximo ou mínimo de uma função.

Este encadeamento metodológico, propicia o desenvolvimento de importantes competências básicas, tais como:

o recurso à linguagem das funções para representar interdependências, o que conduz a um aumento na capacidade de expressão, favorecendo a construção de um discurso mais eficaz para enfrentar problemas em diferentes contextos.

a capacidade de compreensão de uma variada gama de fenômenos, uma vez que muitas situações de interdependência estão naturalmente associadas a modelagens que conduzem a explicações dos referidos fenômenos.

o reconhecimento das funções envolvidas em um fenômeno, o que possibilita a sistematização de propostas de intervenção consciente sobre a realidade representada.

A título de aprofundamento podemos nos referir a um panorama sobre todas as relações de interdependência, revisando e incluindo diferentes linguagens com recursos mais amplos, buscando estabelecer suas qualidades essenciais e permitindo que colaborem mutuamente, favorecendo uma compreensão mais ampla de múltiplos fenômenos da realidade.

Desta forma, as competências básicas: expressão, compreensão, contextualização, argumentação e decisão estarão presentes nas diversas situações-problema, uma vez que o estudo funcional proposto seria a busca de uma linguagem apropriada para compreender os fenômenos de diferentes tipos, objetivando sempre a argumentação e a tomada de decisões em situações concretas.

Os assuntos apresentados podem ser encontrados no Material de Apoio ao Currículo Oficial do Estado de São Paulo, nas respectivas Situações de Aprendizagem:

Situação de Aprendizagem 5 - Funções como relações de interdependência: Múltiplos exemplos, Vol. 1, 1ª série do Ensino Médio, p. 55 a 64;

Situação de Aprendizagem 6 - Funções Polinomiais de 1º grau: Significado, gráficos, crescimento, decrescimento e taxas. Vol. 1, 1ª série do Ensino Médio, p. 65 a 74.

Situação de Aprendizagem 7 -  Funções Polinomiais de 2º grau: Significado, gráficos, interseções com os eixos, vértices e sinais. Vol. 1, 1ª série do Ensino Médio, p. 74 a 96;

Situação de Aprendizagem 8: Problemas envolvendo funções de 2º grau em múltiplos contextos: Problemas de máximo e mínimo. Vol. 1, 1ª série do Ensino Médio, p. 96 a 104.

Lembrando que ao final de cada situação de aprendizagem constam algumas considerações sobre a avaliação dos conhecimentos bem como o conteúdo considerado indispensável ao desenvolvimento das competências e habilidades enunciadas.

Além das situações de aprendizagem, sugerimos alguns recursos audiovisuais, da plataforma Matemática Multimídia:

Problema da cerca, disponível em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1160 (acesso em 28/nov./2018)

A mãe, disponível em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1160 (acesso em 28/nov./2018)

1.1.2 Funções exponenciais e logarítmicas

Para iniciar os comentários referentes a esta seção convém ressaltar que o conceito base das funções exponencial e logarítmica, remete à potência de um número, cujo desenvolvimento já vem sendo tratado nos anos finais do Ensino Fundamental. No Ensino Médio, consolidamos seus significados, sistematizando os fatos e apresentando a função exponencial, com destaque para sua forma peculiar de crescimento ou decrescimento.

Os logaritmos, uma “invenção” engenhosa do início do século XVII, cuja motivação inicial era a simplificação dos cálculos em uma época de limitados instrumentos para tal, apesar da abundância de recursos atuais, permanecem como um tema especialmente relevante, não em razão de tais simplificações, mas pela sua adequação em descrever fenômenos em que as variáveis aparecem no expoente. Apresentar seu significado mais profundo, o que contribuiu para conservar sua importância, juntamente com as propriedades mais relevantes para seu uso em diferentes contextos, talvez seja o objetivo principal em se abordar tal conteúdo.

É importante ressaltar que ambos os conteúdos sejam abordados de maneira articulada, a distinção entre eles, é estritamente ligada a uma troca de posições entre as variáveis, de tal forma que:

se , considerando x a variável independente e 0 < a  1, escrevemos , e temos uma função exponencial.

quando y é a variável independente e 0 < a ≠ 1, escrevemos  , e temos uma função logarítmica.

As funções exponenciais e logarítmicas são inversas.

Apesar de que o caráter estritamente matemático seja importante no desenvolvimento de um conteúdo, não podemos deixar de contemplar suas aplicações em situ-ações-problema. Desta forma, reiteramos que as diversas contextualizações dos logaritmos (graus de terremotos, acidez de líquidos, intensidade sonora, magnitude de estrelas, cálculos de juros etc.) são possibilidades de enriquecimento de uma determinada sequência de atividades em sala de aula.

A título de aprofundamento, apresentamos uma função exponencial, do tipo y=ax, particularmente importante na representação de diversos fenômenos naturais, em que a base a é o número neperiano representado pela letra , cujo valor é 2,71828188459045. ou seja, é aproximadamente igual a 2,7183. Tal como o número   que representa a razão constante entre o comprimento de uma circunferência e seu diâmetro, o número  tem um significado especialmente importante quando se estudam as diversas formas de uma função f(x) crescer ou decrescer. O estudo de fenômenos que envolvem crescimento ou decrescimento de populações, desintegração radioativa, juros compostos, entre outros, torna natural o aparecimento deste número.

Tal como o número , o número  é irracional e transcendente. Os irracionais como  não são razões entre inteiros, são raízes de equações algébricas com coeficientes inteiros (por exemplo,Um número irracional é transcendente quando não existe equação algébrica com coeficientes inteiros que o tenha como raiz, e esse o é o caso de números como  e .

O mais importante no momento é a utilização de uma função exponencial particular, que vai ampliar significativamente o repertório de recursos para o tratamento matemático de diversos fenômenos em diferentes contextos.

Os tópicos apresentados, podem ser encontrados no Material de Apoio ao Currículo Oficial do Estado de São Paulo, nas respectivas Situações de Aprendizagem:

Situação de aprendizagem 1 - As potências e o crescimento exponencial: A função exponencial, Vol. 2, 1ª série do Ensino Médio, p. 11 a 20.

Situação de Aprendizagem 2 - Quando o expoente é a questão, o logaritmo é a solução: A força da ideia de logaritmo, Vol. 2, 1ª série do Ensino Médio, p. 20 a 38.

Situação de Aprendizagem 3 - As funções com variável no expoente: A exponencial e sua inversa, a logarítmica, Vol.2, 1ª série do Ensino Médio, p. 38 a 46.

Situação de Aprendizagem 4: As múltiplas faces das potências e dos logaritmos: Problemas envolvendo equações e inequações e diferentes contextos, Vol. 2, 1ª série do Ensino Médio, p. 47 a 59.

Situação de Aprendizagem 4: Os fenômenos naturais e o crescimento ou decrescimento exponencial: O número , Vol. 2, 3ª série do Ensino Médio, p. 40 a 55.

Lembrando que ao final de cada situação de aprendizagem constam algumas considerações sobre a avaliação dos conhecimentos bem como o conteúdo considerado indispensável ao desenvolvimento das competências e habilidades enunciadas.

Além das situações de aprendizagem, sugerimos alguns recursos audiovisuais, da plataforma Matemática Multimídia:

Osso duro de roer, disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1146 (acesso em 28/nov./2018).

Baralho mágico, disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/998 (acesso em 28/nov./2018).

Overdose, disponível em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1147 (acesso em 28/nov./2018).

A aparição, disponível em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1050 (acesso em 28/nov./2018).

Avalanches, disponível em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1364 (acesso em 28/nov./2018).

1.1.3 Fenômenos periódicos

As funções são maneiras que encontramos para representar a interdependência entre grandezas, sem perder a generalidade. No Ensino Médio, o estudo de números e funções é um dos mais importantes e amplia sobremaneira, em relação às etapas anteriores. Com base nessa premissa, apresentamos os tipos de função estudados no Ensino Médio, identificando os significados que normalmente lhes são associados.

O primeiro grupo de funções com o qual os alunos tem contato no Ensino Médio são as funções polinomiais de 1º e 2º grau, complementadas ao fim da 3ª série do Ensino Médio, com a apresentação das funções polinomiais de grau qualquer. Há uma variedade de situações possíveis de serem modeladas com funções polinomiais de diferentes graus. É comum, no início do trabalho com funções, a proposição aos alunos situações que exijam, por exemplo, a análise de como o preço da corrida de táxi depende da quilometragem ou da verificação de que a quantidade de calor que um corpo absorve ocorre em função do aumento de sua temperatura ou, ainda, o fato de que um corpo em queda livre aumenta cada vez mais a distância que percorre a cada segundo sucessivo.

Outro grupo de funções, analisado no Ensino Médio, é aquele que discute o crescimento exponencial de uma grandeza em função da variação de outra. Nesse grupo, incluem-se, além das funções exponenciais propriamente ditas, as funções logarítmicas. Enquanto as funções exponenciais tratam dos processos de crescimento ou decrescimento rápidos, as funções logarítmicas modelam fenômenos que crescem ou decrescem de modo mais lento. Processos de crescimento populacional e também de acumulação financeira constituem contextos fecundos para a significação de funções desse grupo, e normalmente são apresentados em diversos materiais didáticos. Além disso, os logaritmos e as exponenciais estão presentes na determinação da intensidade dos terremotos, no nível de intensidade sonora e no cálculo da capacidade de armazenagem de informação.

As funções trigonométricas, que constituem o terceiro grupo das funções estudadas no Ensino Médio, caracterizam-se por permitir a modelagem de fenômenos periódicos, isto é, fenômenos que se repetem e que mantêm as características de dependência entre as grandezas envolvidas. A existência de uma gama de fenômenos dessa natureza contrasta com a baixa frequência com que as funções trigonométricas são contextualizadas nos materiais didáticos. Na maioria das vezes, o tratamento dado aos senos, cossenos e tangentes fica única e exclusivamente restrito aos cálculos de valores para arcos notáveis e seus côngruos, e para a relação algébrica entre estas funções, sem que a periodicidade, foco principal do estudo, seja analisada com a importância merecida.

Para concluir, reiteramos que a motivação pelo estudo das funções trigonométricas deve ser o reconhecimento de que elas são necessárias para a modelagem de fenômenos periódicos. Nesse sentido, antes da apresentação dos conceitos, os alunos precisam ser sensibilizados para a observação real, virtual ou imaginativa de uma série de manifestações naturais de caráter periódico.

Os tópicos apresentados podem ser encontrados no Material de Apoio ao Currículo Oficial do Estado de São Paulo, nas respectivas Situações de Aprendizagem:

Situação de Aprendizagem 1 -  O reconhecimento da periodicidade, Vol.1, 2ª série do Ensino Médio, p. 12 a 22;

Situação de Aprendizagem 2 -  A periodicidade e o modelo da circunferência trigonométrica, Vol.1, 2ª série do Ensino Médio, p. 23 a 38.

Situação de Aprendizagem 3 -  Gráficos de funções periódicas envolvendo senos e cossenos, Vol. 1, 2ª série do Ensino Médio, p. 39 a 52.

Situação de Aprendizagem 4 -  Equações trigonométricas, Vol.1, 2ª série do Ensino Médio, p. 53 a 60.

Lembrando que ao final de cada situação de aprendizagem constam algumas considerações sobre a avaliação dos conhecimentos bem como o conteúdo considerado indispensável ao desenvolvimento das competências e habilidades enunciadas.

Além das situações de aprendizagem, sugerimos alguns recursos audiovisuais,  da plataforma Matemática Multimídia:

Tempestades solares, disponível em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1353 (acesso em 28/nov./2018);

A dança do sol, disponível em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1080 (acesso em 28/nov./2018);

A roda gigante, disponível em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1364 (acesso em 28/nov./2018);

Aventuras do Geodetetive 1: A circunferência da Terra, disponível em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1102 (acesso em 28/nov./2018).

1.1.4 (Re)significando o estudo das funções

O objetivo maior da proposição é a de explorar sistematicamente as caracterizações das funções já estudadas, ampliando-se as possibilidades de construção de gráficos e da compreensão das formas básicas de crescimento ou decrescimento. Com isso, a possibilidade de utilização de funções para compreensão de fenômenos da realidade será ampliada, e os alunos poderão analisar com mais nitidez a riqueza da linguagem das funções.

Desta forma, é preciso ir além da constatação do crescimento ou do decrescimento, procurando qualificá-lo e tentando caracterizar sua rapidez com que ocorre o  crescimento ou decrescimento por meio da taxa de variação, ou seja, da variação da variável independente por unidade a mais da variável dependente. Tal preocupação com as taxas de variação não é muito comum no estudo das funções no Ensino Médio, porém é, um assunto importante para o estudo das funções na escola básica quanto para descortinar uma série de ideias simples sobre variação de funções, que serão muito úteis para a compreensão de inúmeros fenômenos, naturais ou econômicos, envolvendo variações e taxas de variação, como a descrição dos movimentos, ou a compreensão das taxas de inflação, por exemplo.

Destacamos que neste estudo, todas as competências básicas podem ser desenvolvidas por meio deste tratamento qualitativo das funções: a expressão/compreensão de fenômenos, a argumentação/tomada de decisão e a contextualização/abstração de relações.

O tópico acima apresentado, pode ser encontrado no Material de Apoio ao Currículo Oficial do Estado de São Paulo, na respectiva Situação de Aprendizagem, conforme segue:

Situação de Aprendizagem 3 – As três formas básicas de crescimento ou decrescimento: A variação e a variação da variação, Vol. 2, 3ª série do Ensino Médio, pg.31 a 40.

Além da referência citada acima, o professor poderá recorrer a outros materiais que abordem o assunto tratado.

1.1.5 Os pontos críticos de uma função de grau 2

Um assunto recorrente após o estudo das representações algébrica e gráfica, de funções polinomiais de 2º grau é o estabelecimento das situações de máximo ou mínimo, identificando e calculando as coordenadas dos pontos críticos (máximos ou mínimos), no desenvolvimento relativo a este tópico. Ressaltamos a importância do aspecto qualitativo da análise de situações-problema, em detrimento do aspecto quantitativo, no qual se baseia em repetição de problemas modelo.

[image: ]







Desta forma, consideramos que não é decisiva para uma compreensão adequada do tema a quantidade de questões a serem trabalhadas, mas sim o modo como elas são exploradas em classe garantindo-se uma abordagem que favoreça um aprendizado consciente e efetivo, sobretudo quando envolvem modelos matemáticos utilizados em outras situações-problema. 

O ponto máximo ou mínimo de uma função polinomial do 2º grau poderá ser abordado também como média aritmética de suas raízes ou de dois pontos simétricos, quando essas raízes não existirem. Ressaltamos que quando uma função polinomial do 2º grau tem uma única raiz, esta é o ponto máximo ou mínimo da função conforme sua concavidade (coeficiente a positivo ou negativo).

O tópico acima apresentado pode ser encontrado no Material de Apoio ao Currículo Oficial do Estado de São Paulo, na respectiva Situação de Aprendizagem, conforme segue:

Situação de Aprendizagem 8 – Problemas envolvendo funções de 2º grau em múltiplos contextos: Problemas de máximos e mínimos, Vol. 1, 1ª série do Ensino Médio, pg. 96 a 104.

Sugerimos a utilização do software Geogebra para a construção e análise de gráficos de funções.






1.1.6 Atividades



Tema 1: Estudo das Funções







atividade 1

Determine a lei da função que relaciona o lado x de um quadrado ao seu perímetro.

[bookmark: _Hlk41744131]


atividade 2

Determine a lei da função que relaciona o lado x de um quadrado com a sua área.





atividade 3

Complete a tabela com algumas relações entre os valores dos exercícios anteriores.



		Lado(x)

		1

		2

		3

		4

		5



		Perímetro

		4

		8

		12

		16

		20



		Área

		1

		4

		9

		16

		25





atividade 4

Esboce o gráfico que representa a função relacionada do lado x de um quadrado com o seu perímetro.

Esboce o gráfico que representa a função relacionada do lado x de um quadrado com a sua área.
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Fonte: Imagem elaborada pelo autor
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Fonte: Imagem elaborada pelo autor




atividade 5

Classifique as funções a seguir em (C) crescente ou (D) decrescente:







ATIVIDADE 6

Defina a característica observada no exercício anterior, para determinar se a função é crescente ou decrescente.

São decrescentes as funções em que se pode verificar a diminuição do valor de y ao aumentar o valor de x.

São crescentes as funções em que se pode verificar o aumento do valor de y ao aumentar o valor de x.

ATIVIDADE 7

Identifique se a representação gráfica das funções a seguir é uma parábola,  com a concavidade direcionada para cima⋃ ou com a concavidade direcionada para baixo ⋂:







ATIVIDADE 8

Defina a característica observada, no exercício anterior, para determinar se a concavidade da parábola é direcionada para cima ou a concavidade direcionada para baixo.

As funções quadráticas cujo coeficiente de x² é positivo têm concavidade voltada para cima.

Quando o coeficiente de x² é negativo a concavidade é voltada para baixo.


ATIVIDADE 9

No gráfico de uma função polinomial do 1º grau podemos notar as seguintes características:

a reta que representa a função intercepta em um único ponto no eixo x;

a reta que representa a função intercepta em um único ponto no eixo y.

Dadas as equações de retas a seguir encontre os pontos de intersecção nos eixos (x e y):

1. 

Corta o eixo x quando y = 0





Corta o eixo y quando x = 0







Corta o eixo x quando y=0







Corta o eixo y quando x = 0







[bookmark: _Hlk41750170]Corta o eixo x quando y = 0







[bookmark: _Hlk41750303]Corta o eixo y quando x = 0





[bookmark: _Hlk41750615]

Corta o eixo x quando y=0





Corta o eixo y quando x=0





atividade 10

Podemos observar como característica das funções polinomiais de 2º grau a quantidade de raízes reais (ou zeros da função) dependendo do valor obtido no radicando  

quando ∆ é positivo, há duas raízes reais e distintas;

quando ∆ é zero, há só uma raiz real (para ser mais preciso, há duas raízes iguais);

quando ∆ é negativo, não há raiz real.

Sabendo-se disto, encontre o valor do ∆ e identifique a quantidade de raízes reais nas seguintes funções:

1. 







Não há raiz Real









Há duas raízes distintas



[bookmark: _Hlk41752826]







Não há raiz Real





[bookmark: _Hlk41753011]

[bookmark: _Hlk41753045]

Há duas raízes distintas

atividade 11

Entre todos os retângulos com perímetro de      24 m, como os exemplificados a seguir, qual tem a maior área? Registre sua resposta no espaço a seguir
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     Fonte: Imagem elaborada pelo autor



O quadrado de lado 6m tem maior área



atividade 12

O gráfico a seguir exibe a curva de potencial biótico h(t) para uma população de microrganismos, ao longo do tempo t.
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   Fonte: Imagem elaborada pelo autor

Considerando a representação gráfica acima e as constantes reais m e n, a função que pode descrever esse potencial é:

Professor(a), solicitamos a substituição das variáveis m e n por a e b, no enunciado da atividade.











atividade 13

A massa m de uma substância radioativa diminui com o tempo, ou seja, é uma função do tempo de decomposição t: m = f(t). Para certa substância, tem-se , onde é a massa inicial igual a 4000g e t, o tempo de decomposição em horas. Determine quantos gramas estarão presentes após 5 horas.







atividade 14

[bookmark: _Hlk5606164]Esboce o gráfico da função anterior. (Sugestão: atribua para t valores múltiplos de 10.)

(Utilize uma folha de papel quadriculado para esboçar o gráfico).
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Fonte: Imagem elaborada pelo autor

Atenção professor! Seus alunos podem ter a falsa impressão de que o gráfico toca o eixo x, por isso sugerimos que o QR CODE seja disponibilizado à eles para possam dar zoom na imagem e verificarem que a curva se aproxima do eixo x sem nunca tocá-lo.
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atividade 15

Com base na resolução das atividades 13 e 14, determine o instante em que a massa restante será igual a 20g.

















atividade 16

No gráfico a seguir está descrita a função periódica , em que o valor de t refere-se ao tempo em segundos.
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Calcule os valores de f(t) para: t=1, t = 2 e                              

I) t = 1







II) t = 2







III) 









atividade 17

Defina as raízes das seguintes funções polinomiais.

1. 

Um dos fatores precisa ser igual a zero, portanto:



ou



ou








Um dos fatores deve ser igual a zero, portanto:



ou



ou





Um dos fatores deve ser igual a zero, portanto:



ou







Um dos fatores precisa ser igual a zero, portanto:



ou



ou



ou



atividade 18

Esboce os gráficos das funções dos itens b e c da atividade 17 em um mesmo sistema de coordenadas cartesianas. 

(Utilize uma folha de papel quadriculado para esboçar o gráfico)
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	Fonte: Imagem elaborada pelos autores

Tema 2: Gráficos de Funções

Geralmente quando queremos esboçar um gráfico, recorremos primeiramente a uma tabela com a indicação de alguns valores do domínio da função e posterior cálculo da imagem da função. Contudo muitos gráficos, podem ser obtidos sem tomar por base as conclusões de uma representação de pontos isolados. Nesse trabalho, o ponto central consiste em “ler” e interpretar as indicações de quais operações devemos realizar com a variável independente x para obter valores referentes à variável dependente y.

Para iniciar o que pretendemos dizer, exploraremos a construção de alguns gráficos de funções, na qual você já aprendeu durante o Ensino Médio.

Para as funções quadráticas, nota-se uma particularidade interessante quando temos funções do tipo f, neste caso para encontrar o valor de y = f(x), basta elevar a variável independente x, ao quadrado e diminuir 2 unidades do resultado obtido. Desse modo, para representar os pontos (x; y) em que  , podemos imaginar que o gráfico de  foi deslocado 2 unidades para baixo na direção do eixo y.

Dessa forma, o gráfico de , pode ser construído a partir da elaboração de um  

gráfico mais simples: .
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	 Fonte: Imagem elaborada pelos autores


atividade 1

[bookmark: _Hlk31195356]Utilizando o mesmo sistema de coordenadas esboce os gráficos das seguintes funções.

[bookmark: _Hlk31195594][bookmark: _Hlk31195677]a) 	c) 

[bookmark: _Hlk31195611][bookmark: _Hlk31195711]b) 	d) 

[image: ]

















   Fonte: Imagem elaborada pelos autores



Para as funções trigonométricas do tipo  os valores de y serão determinados depois que encontrarmos o valor do seno da variável independente x e a esse valor adicionarmos 2 unidades. Nesse caso, podemos imaginar que o gráfico mais simples da função de y = sen  x  será deslocado 2 unidades para cima na direção do eixo y, conforme mostra o gráfico a seguir:

[image: ]















		Fonte: Imagem elaborada pelos autores


atividade 2

Esboce os gráficos das funções indicadas a seguir no mesmo sistema de coordenadas.

a) f(x) = cos x	c) h(x) = –3 + cos x

b) g(x) = 5 + cos x	d) i(x) = 5  cos x
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		    Fonte: Imagem elaborada pelos autores.



No estudo dos gráficos das funções quadráticas, podemos destacar o estudo de funções do tipo: , de modo que, pode-se imaginar o gráfico de   deslocado 4 unidades para a direita na direção do eixo x  O gráfico de  é como se fosse o de , sendo . O vértice da parábola desloca-se do ponto em que x = 0 para o ponto em que x = 4.

atividade 3

Sabendo-se disto, esboce no mesmo plano cartesiano os gráficos das funções                                    

(Utilize uma folha de papel quadriculado ou milimetrado para esboçar os gráficos solicitados)
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	Fonte: Imagem elaborada pelos autores





Atenção ,Professor! Facilite aos alunos o acesso ao QR CODE para que eles possam variar o valor entre -4 e 4 positivo por meio do controle no alto da tela e analisarem as diferenças nos gráficos das duas funções.

[image: ]











Ou acesse o link: https://www.geogebra.org/classic/fgvrserj 

[bookmark: _Hlk12206516]Agora vamos relembrar o gráfico da função exponencial, e tomaremos como exemplo a função ,  que será construído a partir do gráfico de , deslocado para a esquerda na direção do eixo x. O gráfico de  é como se fosse de , sendo m = x + 3. É como se o eixo y se deslocasse horizontalmente, de tal forma que o antigo ponto em que x = 0 coincidisse com o novo ponto em que x = –3 (ou seja m = 0).

atividade 4

Sabendo-se disto, esboce o gráfico, no plano cartesiano,  da situação proposta anteriormente.

[bookmark: _Hlk31310213](Utilize uma folha de papel quadriculado ou milimetrado para esboçar o gráfico solicitado)
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		Fonte: Imagem elaborada pelos autores


[bookmark: _Hlk41903542]Atenção, Professor! Facilite ao  aluno  o acesso ao QR CODE para que eles possam variar o valor entre 0 e 3 positivo por meio do controle no alto da tela e analisa as diferenças nos gráficos das duas funções.
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Ou pelo link a seguir:

https://www.geogebra.org/classic/nxnmfqbb

No caso das funções logarítmicas, vamos estudar a função , podemos imaginar o gráfico de  deslocado 5 unidades para a direita, como se estivéssemos construindo o gráfico de , sendo m = x – 5

atividade 5

Faça o esboço da situação descrita para obter o gráfico de  

(Utilize uma folha de papel quadriculado ou milimetrado para esboçar o gráfico solicitado)
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			  Fonte: Imagem elaborada pelos autores.






Atenção, professor! Facilite aos alunos o acesso ao QR CODE para que eles possam variar os valores de a e b na função: , por meio dos controles deslizantes no alto da tela e analisar as diferenças nos gráficos das funções. 
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Ou pelo link:

https://www.geogebra.org/classic/nbqcsm69





[bookmark: _Hlk31204697]Vamos agora pensar no gráfico de . Para construir o gráfico de f(x), podemos começar com o de . Na sequência construímos o de , deslocando uma unidade para cima o gráfico de , na direção do eixo y. A partir daí, para obter o gráfico de f(x), representamos os pontos (x; y) de modo que o valor de y seja o inverso de  , para cada valor de x.

[bookmark: _Hlk31204717]É importante notar que:

[bookmark: _Hlk12207183]no ponto onde x = 0,  vale 1 e o inverso de também é igual a 1;

[bookmark: _Hlk12207234]em todos os outros pontos,  é positivo e maior que 1; logo seu inverso é positivo e menor que 1;

[bookmark: _Hlk12207251]assim, o gráfico de f(x) =   situa-se sempre acima do eixo x, aproximando-se mais e mais dele, a medida que o valor de x aumenta, pois quanto maior for o valor de , menor será o valor de seu inverso.

Resumindo, na construção do gráfico de  podemos observar os seguintes passos:


construir o gráfico de ;

[bookmark: _Hlk12207322]construir o gráfico de ;

[bookmark: _Hlk12207380][bookmark: _Hlk5546735]construir o gráfico de 

atividade 6

[bookmark: _Hlk12207473]Faça o esboço da situação descrita para traçar o gráfico de ,

(Utilize uma folha de papel quadriculado ou milimetrado para esboçar o gráfico solicitado)

Uma sugestão de resolução, seria a elaboração de uma tabela contendo as funções descritas anteriores e alguns valores para x, conforme segue:

		[bookmark: _Hlk41841271]x

		

		

		



		–2

		4

		5

		



		–1

		1

		2

		



		0

		0

		1

		1



		1

		1

		2

		



		2

		4

		5

		







Então, o esboço das funções apresentadas na tabela, será:



[image: ]

















			Fonte: Imagem elaborada pelos autores.



Para o gráfico de , podemos tomar como pontos de referências os gráficos de  em seguida representar os pontos com abscissa x e ordenada o inverso de .

É importante notar que:

[bookmark: _Hlk12207721]quando , ou seja, quando temos x = 1 ou  x = –1, então a função f(x) não está definida;

[bookmark: _Hlk12207779]quando x assume valores próximos de 1 ou de –1,os valores absolutos dos inversos tornam-se muito grandes. Se x se aproxima de 1 por valores maiores do que 1, os inversos tornam-se muito grandes (positivos); por outro lado, se x se aproxima de 1 por valores menores do que 1, os inversos tornam-se muito grandes em valor absoluto, mas negativos. Algo similar ocorre quando x se aproxima de –1.



atividade 7

Sabendo-se disto, faça o esboço da situação descrita para traçar o gráfico de 

(Utilize uma folha de papel quadriculado ou milimetrado para esboçar o gráfico solicitado)


Uma sugestão de resolução, seria a elaboração de uma tabela, contendo as funções descritas anteriores e alguns valores para x, conforme segue:



		x

		

		

		



		–2

		4

		3

		



		–0,5

		0,25

		–0,75

		



		0

		0

		–1

		–1



		0,5

		0,25

		–0,75

		



		2

		4

		3

		





Então, o esboço das funções apresentadas na tabela, será:
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		Fonte: Imagem elaborada pelos autores



[bookmark: _Hlk31206123]Para o gráfico de  , podemos esboçar primeiramente o gráfico de y = x e representar, para cada valor de x, a ordenada y, que é o inverso de x.

É importante notar que:

[bookmark: _Hlk12208068]quando x = 0, não existe o inverso de x, ou seja, a função f(x) não está definida;

[bookmark: _Hlk12208085]quanto mais próximo de 0 é o valor de x, maior é o valor absoluto do inverso de x, sendo que os valores de x positivos têm inversos positivos e os valores de x negativos têm inversos negativos;

quanto mais próximo de 0 é o valor de x, maior é o valor absoluto do inverso de x, sendo que os valores de x positivos têm inversos positivos e os valores de x negativos têm inversos negativos;

atividade 8

Faça o esboço da situação descrita para traçar o gráfico de .

[bookmark: _Hlk41896978](Utilize uma folha de papel quadriculado ou milimetrado para esboçar o gráfico solicitado).
Uma sugestão de resolução, seria a elaboração de uma tabela, contendo as funções descritas anteriores e alguns valores para x, conforme segue:

		x

		y = x

		



		–2

		–2

		



		–0,5

		–0,5

		–2



		–1

		–1

		–1



		0,5

		0,5

		2



		1

		1

		1



		2

		2

		





Fonte: Tabela elaborada pelos autores

Então, o esboço das funções apresentadas na tabela, será:



[image: ]



















		Fonte: Imagem elaborada pelos autores.

atividade 9

O gráfico de  é análogo ao de , com a amplitude aumentando de 1 para 3 unidades, ou seja, os valores de f(x) oscilarão entre +3 e –3. Faça o esboço desse gráfico no plano a seguir.

Uma sugestão de resolução, seria a elaboração de uma tabela, contendo as funções descritas anteriores e alguns valores para x, conforme segue:

		x

		

		

		

		

		0

		

		

		

		



		f(x) = sen (x)

		0

		1

		0

		–1

		0

		1

		0

		–1

		0



		g(x) =3  sen (x)

		0

		3

		0

		–3

		0

		3

		0

		–3

		0





Fonte: Tabela elaborada pelos autores
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		Fonte: Imagem elaborada pelos autores. 




Atenção, professor! Facilite aos aluno  o acesso ao QR CODE para que eles possam variar o valor entre -4 e 4 positivo por meio do controle no alto da tela e analisar as diferenças nos gráficos das duas funções.

[image: ]









Ou pelo link:

https://www.geogebra.org/classic/vexsbtny

atividade 10

Para construir o gráfico de , basta imaginar o gráfico de , sendo que o valor de A varia de acordo com x segundo a reta y = 3x.. Assim o gráfico oscilará entre as retas y = 3x  e            y = –3x. Faça o esboço desse gráfico no plano a seguir.

[image: ]



















				Fonte: Imagem elaborada pelos autores.






Atenção, professor! Facilite aos alunos o acesso ao QR CODE para que eles possam variar o valor entre -4 e 4 positivo por meio do controle no alto da tela e analisar as diferenças nos gráficos das duas funções.
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Ou pelo link:

https://www.geogebra.org/classic/f5acrz3g

ATIVIDADE 11

Esboce no mesmo sistema de coordenadas, os gráficos das funções indicadas a seguir :

[bookmark: _Hlk31265963]a)   	b) 	c)  	d)  	e)  

[image: ]



















[image: ]		    Fonte: Imagem elaborada pelos autores.

Disponibilize aos alunos acesso ao QR CODE para que eles possam variar (por meio dos controles deslizantes) os parâmetros da função e analisar os efeitos na sua representação gráfica.





Tema 3: Crescimento e decrescimento de funções. 

Na 1ª série do Ensino Médio, você já deve ter estudado que as funções polinomiais de 1º grau, expressas na forma f(x) = ax +b, são crescentes (a > 0) ou decrescentes (a < 0), sendo que o coeficiente a representa a variação em f(x), quando x aumenta em 1 unidade a partir de qualquer valor inicial. O valor de a é chamado taxa de variação unitária de f(x), ou somente taxa de variação de f(x). Naturalmente, se a = 0, ou seja se a taxa de variação é zero, então a função f(x) é constante: f(x) = b

[image: ]













De modo geral, dizemos que uma função f(x) é crescente nos intervalos em que ocorre o seguinte: se os valores de x crescem, então os correspondentes valores de f(x) também crescem. Dizemos que f(x) é decrescente nos intervalos em que ocorre o seguinte: se os valores de x crescem, então os correspondentes valores de f(x) decrescem. O significado do crescimento ou do decrescimento do gráfico de f(x) é bastante expressivo:
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Consideremos uma função que não é de 1º grau, ou seja, cujo gráfico não é uma reta. Ao observá-lo, constatamos que a taxa de variação unitária de f(x), ou seja, a variação de f(x) por unidade a mais de x, não é mais constate, isto é, a diferença f(x + 1) – f(x) passa a depender do valor de x a partir do qual ela é calculada.

Por exemplo:

se f(x) = 5x + 7, então f(x + 1) – f(x) = 5(x + 1) + 7 – (5x + 7) = 5, ou seja, a taxa de variação unitária de f(x) = 5x + 7 é constante e igual a 5, exatamente o valor de a na função a = 5;

no entanto, se f(x) = 5x2 + 7, então                                       f(x + 1) – f(x) = 5(x + 1)2 + 7 – (5x2 + 7) = 10x + 5, ou seja, a taxa de variação unitária de f(x) = 5x2 + 7 é igual a 10x + 5; portanto, a taxa varia com o valor de x para o ponto considerado.

No que segue, chamaremos de taxa de variação unitária de uma função, para cada valor de x, o valor da diferença f(x + 1) – f(x).
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Quando uma função f(x) cresce a taxas crescentes, seu gráfico tem a concavidade voltada para cima; quando ela cresce a taxas decrescentes, seu gráfico tem a concavidade voltada para baixo.

Basicamente, em cada intervalo considerado, estas são as três formas de crescimento:

crescer linearmente, com taxa de variação constante;

crescer cada vez mais rapidamente, ou seja, com taxas de variação crescentes, o que faz com que o gráfico resulte encurvado para cima;

De forma análoga, em dado intervalo, uma função pode decrescer de três modos distintos:

decrescer linearmente, com taxa de variação constante;

decrescer cada vez mais rapidamente, ou seja, com taxas de variação crescentes em valor absoluto (as taxas são negativas);

decrescer cada vez mais lentamente, ou seja, com taxas de variação decrescentes em valor absoluto (as taxas são negativas).

O gráfico a seguir ilustra as três formas de decrescimento:
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Resumindo:

Quando uma função decresce a taxas decrescentes, seu gráfico tem a concavidade voltada para cima; quando ela decresce a taxas crescentes, seu gráfico tem a concavidade voltada para baixo.

atividade 1

No gráfico a seguir, identifique os intervalos nos quais.

[image: ]

1. a função f(x) é positiva;

Temos f(x) > 0 para x entre x2 e x7 e para x entre x10 e x12.

a função f(x) é negativa;

Temos f(x) < 0 para x entre x1 e x2 e para x entre x7 e x10.

a função f(x) é constante;

A função f(x) é constante para valores de x entre x4  e x5  e para x entre x8  e x9

a função f(x) é crescente;

A função f(x) é crescente para x entre x1 e x4 e para x entre x9 e x12.

a função f(x) é decrescente;

A função f(x) é decrescente para x entre x5 e x8 .

a função f(x) cresce a taxa constante;

A função f(x) cresce a taxa constante nos intervalos em que o gráfico é um segmento de reta ascendente, ou seja, para x entre x1 e x3 e para x entre x10 e x11.

a função f(x) decresce a taxa constante;

A função f(x) decresce a taxa constante no intervalo em que o gráfico é um segmento de reta descendente, ou seja, para x entre x6 e x7 .

a função f(x) cresce a taxas crescentes;

A função f(x) cresce a taxas crescentes no intervalo em que é crescente e o gráfico é encurvado para cima, ou seja, para x entre x9 e x10.

a função f(x) cresce a taxas decrescentes;

A função f(x) cresce a taxas decrescentes nos intervalos em que é crescente, mas o gráfico está encurvado para baixo, ou seja, para x entre x3 e x4 e para x entre x11 e x12.

a função f(x) decresce a taxas crescentes;

A função f(x) decresce a taxas crescentes no intervalo em que é decrescente e o gráfico é encurvado para baixo, ou seja, para x entre x5 e x6. 

a função f(x) decresce a taxas decrescentes.

A função f(x) decresce a taxas decrescentes no intervalo em que é decrescente e o gráfico é encurvado para cima, ou seja, para x entre x7 e x8 .

atividade 2

Considere o gráfico da função polinomial de 2º grau  indicado a seguir.
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1. [bookmark: _Hlk31268979]Identifique os intervalos em que f(x) > 0 e os intervalos em que f(x) < 0

f(x) > 0 para x > 5, ou então para x < –1;

f(x) < 0 para x entre –1 e 5, isto é, – 1 < x < 5;

Identifique os intervalos em que f(x) é crescente e os intervalos em que é decrescente.

f(x) é crescente para x > 2;

f(x) é decrescente para x < 2;

Qualifique o crescimento e o decrescimento de f(x), informando se eles ocorrem a taxas crescentes ou a taxas decrescentes.

para x > 2, f(x) cresce a taxas crescentes (concavidade para cima);

para x < 2, f(x) decresce a taxas decrescentes (concavidade para cima).



atividade 3

Construa os gráficos das funções a seguir em um mesmo sistema de coordenadas cartesianas.

Utilize uma folha de papel quadriculado ou milimetrado.

1. 







Identifique, em cada caso, se a função é crescente ou decrescente, bem como se o crescimento ocorre a taxas crescentes ou a taxas decrescentes
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		Fonte: Imagem elaborada pelos autores.

1. f(x) cresce a taxas crescentes;

1. g(x) decresce a taxas decrescentes;

1. h(x) cresce a taxas decrescentes;

1. m(x) decresce a taxas decrescentes





atividade 4

No mesmo sistema de coordenadas, construa o gráfico das funções  entre x=0 e x= 2𝜋

Utilize uma folha de papel quadriculado ou milimetrado.

1. No intervalo considerado, identifique os trechos em que f(x) e g(x) são crescentes e os trechos em que são decrescentes.

Compare os gráficos de f(x) e de g(x), observando que os valores máximos de uma das funções ocorrem nos pontos em que a outra se anula e vice-versa.

[bookmark: _Hlk41923223]
Compare os gráficos de f(x) e de g(x), verificando que a concavidade de f(x) muda (de gráfico encurvado para baixo para gráfico encurvado para cima ou vice-versa) nos pontos em que g(x) assume valores extremos (máximos ou mínimos) e vice-versa em relação a g(x).



[image: ]















			Fonte: Imagem elaborada pelos autores



1. 

f(x) é crescente para x entre 0 e  e para x entre  e ;

f(x) é decrescente para x entre  ;

g(x) é crescente para x entre ;

g(x) é decrescente para x entre  .

	

Notamos que o valor máximo de f(x) ocorre no ponto  , e o valor mínimo ocorre no ponto ;  nesses pontos, temos g(x) = 0.

Analogamente, o valor máximo de g(x) ocorre nos pontos  e o valor mínimo, no ponto ; nesses pontos, temos            f(x) = 0.

	

Notamos que o gráfico de f(x) passa de voltado para baixo a voltado para cima no ponto , em que g(x) assume o valor mínimo. Analogamente, o gráfico de g(x) passa de voltado para baixo a voltado para cima no ponto , que é de máximo para f(x), e volta a ficar voltado para baixo no ponto  , que é de mínimo para f(x).

Tema 4: Crescimento ou decrescimento exponencial o número 

Durante o curso, você já deve ter resolvido vários problemas que envolvem a função exponencial, , com a > 0 e a ≠1.  Neste momento, destacaremos uma propriedade característica, que pode ter passado despercebida.

Para exemplificar, vamos considerar a função  e seu gráfico. Iniciaremos o cálculo de f(x), com valores inteiros de x, começando com x = 0.

O gráfico da função, será representado da seguinte maneira:

[image: ]
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Notamos que quando x aumenta 1 unidade, a partir de       x =0, a variação em f(x) é igual, sucessivamente, a 1, 2, 4, 8, 16,..., ou seja, a taxa de variação unitária, que é igual a f(x+1) – f(x), é igual ao valor de f(x).

f(1) – f(0) = f(0)	f(3) – f(2) = f(2)	f(5) – f(4) = f(4)

f(2) – f(1) = f(1)	f(4) – f(3) = f(3)	e assim por diante.

A taxa de variação unitária de  é portanto, igual a f(x).

Chamaremos essa taxa de . Calculando  para um valor qualquer de x, temos, de fato:





atividade 1

[bookmark: _Hlk31270088]Analogamente ao que foi feito antes para , calcule a taxa de variação unitária para . Para isso, inicialmente complete a tabela a seguir:














[image: ]

















		x

		

		f(x+1) – f(x)



		0

		1

		2



		1

		3

		6



		2

		9

		18



		3

		27

		54



		4

		81

		162



		5

		243

		486



		6

		729

		1458



		7

		2187

		4374





Notamos que, quando x aumenta 1 unidade, a partir de x = 0), a variação em f(x) é igual, sucessivamente, a 2, 6, 8, 18, 54, 162, ..., ou seja, a taxa de variação unitária, que é igual a f(x + 1) – f(x), é igual ao dobro do valor de f(x).

f(1) – f(0) = 2f(0) = 2 	f(2) – f(1) = 2f(1) = 6

f(3) – f(2) = 2f(2) = 18	f(4) – f(3) = 2f(3) = 54

f(5) – f(4) = 2F(4) = 162	e assim por diante.

A taxa de variação unitária de f(x) = 3 é, portanto, igual a 2f(x). Chamando anteriormente, a taxa unitária de f1 (x) e calculando seu valor para um x qualquer, temos, de fato:





Quadro-resumo

De modo geral, calculando a taxa unitária f1 (x) para função f(x) = a x , obtemos:



 , ou seja, o valor de f1(x) é diretamente proporcional ao valor de f(x).













atividade 2

[bookmark: _Hlk41928298]Uma população p de bactérias aumenta com uma rapidez diretamente proporcional ao seu valor, em cada instante, ou seja, quanto maior é o valor de p, mais rapidamente a população aumenta. Partindo de um valor P0 = 1 000, observa-se que a população dobra a cada hora, ou seja, o valor de p pode ser expresso pela função:

[bookmark: _Hlk41928310]

1. Calcule a taxa de variação unitária nos instantes t= 1h e t = 2h.





Mostre que o aumento no valor de P entre os instantes t = 6h e t = 7h é igual ao valor da população para t = 6h.

O aumento citado é igual a:



, ou seja, a taxa de variação unitária para t=6 é igual ao valor de f(6).

atividade 3

A população N de cães, de certa região, cresce exponencialmente de acordo com a expressão , sendo t em décadas.

1. Calcule a taxa de variação unitária para t = 2 décadas.



Mostre que o aumento no valor de P entre os instantes t = 7 e t = 8 é igual a 9 vezes o valor da população para t = 7.

O aumento pedido é igual a



, ou seja, a taxa de variação unitária para t = 7 é igual a 9 vezes o valor de f(7).

Fenômenos naturais e crescimento exponencial – o nascimento do número .

Você sabia que os números mais frequentemente utilizados, como base de um sistema de logaritmo, são 10 e o número .

[bookmark: _Hlk31293337]Este número não é resultado de uma fração decimal periódica, no entanto ele é irracional, ou seja, ele não pode ser obtido por meio do quociente  de dois inteiros. 

Então por que este número é tão importante?

A resposta para a indagação proposta está na variação proporcional das grandezas.

Um tipo de variação mais simples e comumente encontrada, consiste no crescimento (ou decrescimento) da grandeza em cada instante, é proporcional ao valor da grandeza naquele instante. Este tipo de variação ocorre, por exemplo, em questões de juros compostos, crescimento populacional (pessoas ou bactérias), desintegração radioativa etc.

Em todos os fenômenos dessa natureza, o número  aparece de modo natural e insubstituível, conforme estudaremos nas atividades a serem propostas.

[bookmark: _Hlk5698937]Assim, reafirmamos: sempre que tentamos descrever matematicamente, o modo como variam as funções presentes em fenômenos naturais de diferentes tipos ou financeiras, que têm em comum o fato de que envolvem grandezas que crescem ou decrescem com uma rapidez é diretamente proporcional ao valor da grandeza em cada instante, naturalmente encontramos o número  .

Um valor aproximado de  pode ser obtido a partir da expressão : quanto maior o valor de n, mais próximos estaremos do número  Para todos os fins práticos , ou, com uma aproximação melhor, 

Em consequência, em situações concretas que descrevem fenômenos naturais que apresentem crescimento ou decrescimento exponencial, a função , cujo gráfico apresentamos a seguir, tem uma presença marcante.

[image: ]

Fonte: Imagem elaborada pelos autores.

A função  costuma ser representada por , uma abreviatura para “logaritmo natural de x”. Os gráficos de  e de sua inversa,  , são representados a seguir.


É interessante notar que, como funções inversas, a cada ponto (a; b) do gráfico de f(x) corresponde um ponto (b; a) do gráfico de g(x), ou seja, os gráficos são simétricos em relação à reta y = x.
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Fonte: Imagem elaborada pelos autores.

Professor(a), quando estiver desenvolvendo este tópico, esboce o gráfico acima na lousa e peça aos estudantes que substituam o gráfico que consta no caderno pelo atual. 

atividade 3

Um investidor aplica uma quantia de R$ 1 000,00 a uma taxa de juros de 12% ao ano. Calcule o valor do capital investido ao final do primeiro ano, supondo que:

1. os juros serão incorporados ao capital apenas ao final de cada ano (juros simples);

Se os juros são simples, então o capital  ao final do primeiro ano será 12% maior, ou seja, , o que implica 

= 1120 reais.

os juros serão distribuídos uniformemente, sendo incorporados ao capital ao final de cada mês;

Se os juros são distribuídos (1% ao mês) e incorporados ao capital mês a mês, temos:

ao final do 1º mês:  

ao final do 2º mês: 

de modo análogo ao final do 12º mês:

 Ou seja:



os juros serão incorporados continuamente ao capital (juros compostos) ao longo do ano.  (Dado: .

Se os juros são incorporados continuamente ao capital, temos: 

Ao final do primeiro ano, ou seja, par t = 1, temos: , ou seja, 

.

atividade 4

Quando uma substância radioativa se decompõe, a rapidez com que ela se transforma é diretamente proporcional à quantidade restante, em cada momento, ou seja, seu decrescimento é exponencial. Sabendo que a massa inicial de certa substância radioativa é 60 g e se reduz à metade, a cada 4 h, determine a expressão de sua massa m em função do tempo t em horas:

1. [bookmark: _Hlk41998542]supondo que , determine o valor de b;

Supondo , ou seja, 

e sabendo que, quando t = 4, temos m = 30, resulta: , ou seja, .

Em consequência, 

Como , segue que , pois,



Segue que b = –0,25; então, 

supondo que , determine o valor de a;

Supondo  ou seja,  e sabendo que, quando t = 4, temos m = 30, resulta: .

Ou seja, . Em consequência, 4a.

Obtendo o valor de ln 2 em uma calculadora, obtemos   de onde segue que

, ou seja, . 

mostre que as expressões obtidas nos itens a) e b) são equivalentes;

Calculando , usando uma calculadora (ou uma tabela de logaritmos), obtemos 0,8409, calculando , obtemos o mesmo valor, o que significa que , ou seja, as duas expressões para a função m(t) são equivalentes, respeitadas as aproximações.

calcule a massa restante após 8 horas;

Em qualquer uma das expressões para m(t), substituindo t por 8, obtemos a massa restante após 8h:





após quanto tempo a massa restante será igual a 12g?

Para saber após quanto tempo a massa será reduzida a 12g, basta determinar o valor de t em qualquer uma das expressões:

, ou seja, , isto é, .

Recorrendo a uma calculadora (ou a uma tabela de logaritmos), obtemos segue que , ou seja, aproximadamente 9 horas e 17 minutos.




[image: ]atividade 6

MOMENTO DIGITAL

Construção de gráficos com o auxílio de um software.

Alguns softwares livres, como o Graphmatica, GeoGebra ou o Winplot, podem ser utilizados para construir gráficos de funções de vários tipos.

Para aprofundar os estudos propostos, neste caderno, você poderá efetuar o download de alguns dos programas de geometria dinâmica, mencionados anteriormente.

[image: ]Tomaremos como exemplo a utilização do software GeoGebra, que pode ser utilizado tanto em computadores pessoais, bem como em aparelhos móveis (tablets ou celulares).

[bookmark: _Hlk42071656][bookmark: _Hlk42071699][bookmark: _Hlk42071680]Para baixar os diferentes produtos oferecidos, acesse pela internet o site do GeoGebra. Dispo- nível em https://www.geogebra.org/, acesso em 09/04/2019.

No nosso caso, sugerimos que efetuem o download do programa denominado GeoGebra Clássico, para utilizar em computadores pessoais.

O programa mencionado possui duas funcionalidades, além do usuário explorar todas as funcionalidades da Geometria Dinâmica, ele também é um plotador gráfico.

Para a utilização em aparelhos móveis sugerimos dois programas: a Calculadora gráfica e o Geometria

[image: ]Para aparelhos móveis que utilizam o sistema Android o download, da Calculadora Gráfica, pode ser obtido por meio da leitura do seguinte QR code 


Para aparelhos que utilizam o sistema IOS o download, da Calculadora Gráfica pode ser obtido por meio da leitura do seguinte QR code.

[image: ]O GeoGebra on-line está disponível na URL ou no QR code: https://www.geogebra.org/graphing, acesso em 09/04/2019

Como exemplo de aplicação do software construiremos o gráfico de

[image: ]
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atividade 7

Dado as seguintes funções respondendo as alternativas a seguir:

	

	

1. Qual das funções cresce a taxas crescentes?

Qual das funções cresce a taxas decrescentes?

Qual das funções decresce a taxas crescentes?

Qual das funções decresce a taxas decrescentes?

Prezado(a) Professor(a), solicite aos estudantes esboçar os gráficos das funções apresentadas em um mesmo sistema de eixos cartesianos.
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	             Fonte: Imagem elaborada pelos autores.

Os gráficos de f(x) e de g(x) são simétricos em relação ao eixo y, uma vez que os valores de f(x), quando trocamos x por (–x), coincidem com os valores de g(x). Os gráficos de m(x) e h(x) também são simétricos em relação ao eixo y. Notamos que, para x = –2, a função m(x) assume o mesmo valor que a função h(x) para x = 2. Naturalmente, o domínio de h(x) é o conjunto dos números reais positivos, enquanto o domínio de m(x) é o conjunto dos números reais negativos.



1. Qual das funções cresce a taxas crescentes?

Observando os gráficos e lembrando o significado da taxa de variação unitária, notamos que ela é crescente em f(x), o que faz com que o gráfico resulte encurvado para cima; f(x) é crescente a taxas crescentes.
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Fonte: Imagem elaborada pelos autores

Qual das funções cresce a taxas decrescentes?

No gráfico de h(x) = lnx, notamos que a taxa de variação unitária é decrescente, o que faz com que o gráfico seja encurvado para baixo; h(x) é crescente a taxas decrescentes.

[image: ]











       Fonte: Imagem elaborada pelos autores

Qual das funções decresce a taxas crescentes?

O gráfico de m(x) representa uma função decrescente, e notamos que as taxas de variação são crescentes em valor absoluto, m(x) decresce a taxas crescentes.
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Fonte: Imagem elaborada pelos autores

Qual das funções decresce a taxas decrescentes?

O gráfico de g(x) representa uma função decrescente, e notamos que as taxas de variação são decrescentes em valor absoluto; g(x) decresce a taxas decrescentes.
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Fonte: Imagem elaborada pelos autores



atividade 8

O gráfico da função é chamado curva normal e representa a distribuição, em torno do valor médio das frequências de ocorrência de um experimento aleatório em uma população. Muitas medidas de características físicas como altura, massa, dimensões dos pés, dos colarinhos, entre outras ao serem representadas estatisticamente, conduzem a uma curva normal. De forma geral, as diversas curvas do tipo normal ( ou curva de Gauss) são do tipo , com diversos valores para os parâmetros a  e b.

A seguir temos um exemplo de uma curva normal, dada pela função 
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Fonte: Imagem elaborada pelos autores.

Utilizando um programa para construção de gráficos, elabore algumas curvas de Gauss, variando os valores dos parâmetros a e b.

[image: ]















			Fonte: Imagem elaborada pelos autores.
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Disponibilize aos alunos acesso ao QR CODE para que eles possam variar (por meio dos controles deslizantes) os parâmetros da função e analisar os efeitos na sua representação gráfica.

Ou pelo link: https://www.geogebra.org/classic/sxeqwc3f
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