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Organizagao das grades curriculares

Apresentamos a seguir uma grade curricular para a transicdo do material de apoio do Curriculo do Estado
de Sao Paulo, contendo os temas, a descricdo das habilidades do Curriculo Oficial de Matematica e sua
respectiva relacdo com as competéncias gerais da Base Nacional Comum (BNCC) do Ensino Médio, além de
algumas orientacfes pedagogicas, para as trés séries que compde o referido estagio de ensino da escolaridade
basica.

A lista dos contetdos curriculares e habilidades, em Matematica, néo é rigida e inflexivel. O que se pretende
€ a articulacao entre os temas (&lgebra, geometria, grandezas e medidas, niUmeros e probabilidade e estatistica),
tendo em vista os principios que fundamentam o Curriculo Oficial: a busca de uma formacéo voltada para as
competéncias pessoais, a abordagem dos contetidos que valorize a cultura e o mundo do trabalho, a
caracterizacdo da escola como uma organizacgao viva, que busca o ensino, mas que também aprende com as
circunstancias.

Enfim, ao fixar os contetidos disciplinares/objetos de conhecimento, € preciso ter em mente que a expectativa
de todo o ensino é que a aprendizagem efetivamente ocorra. As disciplinas curriculares ndo séo um fim em si
mesmas, 0 que se espera dos conteudos é que eles realmente possam ser mobilizados, tendo em vista o
desenvolvimento de competéncias pessoais, tais como a capacidade de expressdo, de compreensao, de
argumentacao etc.

Curriculo Oficial — SEE-SP BNCC
Tema/ - .
Contetdo Habilidades Competéncia Geral
) Reconhecer a periodicidade presente 2. Exercitar a curiosidade intelectual
> RelacGes zg]soci:rl%%rjz fenorg;:nos r}itrlgg; e recorrer a abordagem prépria das
trigonométricas basicas. ciéncias, incluindo a investigacao, a

. . L P . reflexa nali riti
Trigonometria  Conhecer as principais caracteristicas .e e.ao, . a ana .se. _C tica, a
das funcBes trigonométricas basicas IMmaginacao e a criatividade, para
(especialmente 0 se 0 cosseno e a investigar causas, elaborar e testar
tangente), sabendo construir ~ Seus hinsteses, formular e  resolver
gréficos e aplica-las em diversos

contextos problemas e criar solucdes

(inclusive tecnoldgicas) com base

Saber construir o grafico de funcdes . ]
9 ¢ nos conhecimentos das diferentes

trigonométricas como f(x) =asen
(bx) + ¢ a partir do grafico de y = senx, areas.
compreendendo o significado das
transformacodes associadas aos
coeficientes a, b e c.

Saber usar de modo sistematico as
funcbes para caracterizar relagbes de
interdependéncia, reconhecendo as
funcbes de 1° e de 2° graus, seno,
cosseno, tangente, exponencial e
logaritmica, com suas propriedades
caracteristicas.




Os fenémenos periodicos

As fungBes sdo maneiras que encontramos para representar a interdependéncia entre grandezas, sem
perder a generalidade. No Ensino Médio, o estudo de nimeros e fungdes é um dos mais importantes e amplia
sobremaneira, em relacéo as etapas anteriores. Com base nessa premissa, apresentamos os tipos de fungdes
estudados no Ensino Médio, identificando os significados que hormalmente lhes séo associados.

O primeiro grupo de fungdes com o qual os alunos tomam contato no Ensino Médio séo as funcbes

polinomiais de 1° e 2° grau, complementadas ao fim da 32 série do Ensino Médio, com a apresentagdo das
funcbes polinomiais de grau qualquer. H4 uma variedade de situacGes possiveis de serem modeladas com
funcBes polinomiais de diferentes graus. E comum, no inicio do trabalho com funcdes, a proposicéo de situacdes
aos alunos que exijam, por exemplo, a anélise de como o preco da corrida de taxi depende da quilometragem ou
da verificacdo de que a quantidade de calor que um corpo absorve ocorre em fungdo do aumento de sua
temperatura ou, ainda, o fato de que um corpo em queda livre aumenta cada vez mais a distancia que percorre
a cada segundo sucessivo.

Outro grupo de funcBes, analisado no Ensino Médio, é aquele que discute o crescimento exponencial de
uma grandeza em funcdo da variacdo de outra. Nesse grupo, incluem-se, além das fun¢Bes exponenciais
propriamente ditas, as fun¢bes logaritmicas. Enquanto as fungdes exponenciais tratam dos processos de
crescimento ou decrescimento rapidos, as fungdes logaritmicas modelam fendmenos que crescem ou
decrescem de modo mais lento. Processos de crescimento populacional e também de acumulacdo financeira
constituem contextos fecundos para a significacéo de fungdes desse grupo, e normalmente séo apresentados
em diversos materiais didaticos. Além disso, os logaritmos e as exponenciais estao presentes na determinacao
da intensidade dos terremotos, no nivel de intensidade sonora e no célculo da capacidade de armazenagem de
informac&o.

As fungbes trigonométricas, que constituem o terceiro grupo das fungdes estudadas no Ensino Médio,
caracterizam-se por permitir a modelagem de fendmenos periédicos, isto €, fenbmenos que se repetem e que
mantém as caracteristicas de dependéncia entre as grandezas envolvidas. A existéncia de uma gama de
fendbmenos dessa natureza contrasta com a baixa frequéncia com que as fungdes trigonométricas séo
contextualizadas nos materiais didaticos. Na maioria das vezes, o tratamento dado aos senos, CoSSenos e
tangentes fica Unica e exclusivamente restrito aos calculos de valores para arcos notaveis e seus congruos, e
para a relacéo algébrica entre estas funcdes, sem que a periodicidade, foco principal do estudo, seja analisada
com a importancia merecida.

Para concluir, reiteramos que a motivagcdo pelo estudo das fungdes trigonométricas deve ser o
reconhecimento de que elas sao necessarias para a modelagem de fenémenos periddicos. Nesse sentido, antes
da apresentacéo dos conceitos, os alunos precisam ser sensibilizados para a observacéo real, virtual ou
imaginativa de uma série de manifestagdes naturais de carater periodico.

Os tdpicos apresentados podem ser encontrados no Material de Apoio ao Curriculo Oficial do Estado de S&o
Paulo, nas respectivas Situa¢des de Aprendizagem:

Situacao de Aprendizagem 1: O reconhecimento da periodicidade, Vol.1, 22 série do Ensino Médio, p. 12 a
22;

Situacao de Aprendizagem 2: A periodicidade e o modelo da circunferéncia trigonomeétrica, Vol.1, 22 série
do Ensino Médio, p. 23 a 38.

Situacao de Aprendizagem 3: Graficos de fungdes periddicas envolvendo senos e cossenos, Vol. 1, 22 série
do Ensino Médio, p. 39 a 52.

Situacdes de Aprendizagem 4: EquacOes trigonométricas, Vol.1, 22 série do Ensino Médio, p. 53 a 60.

Lembrando que ao final de cada situagao de aprendizagem constam algumas consideragdes sobre a avaliagdo
dos conhecimentos bem como o contetido considerado indispensavel ao desenvolvimento das competéncias e
habilidades enunciadas.

Além das situacOes de aprendizagem, sugerimos alguns recursos audiovisuais, da plataforma Mateméatica
Multimidia:

» Tempestades solares, disponivel em http:/m3.ime.unicamp.br/recursos/1353 (acesso em 28/11/2018)

» Adanca do sol, disponivel em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1080 (acesso em 28/11/2018)

» Aroda gigante, disponivel em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1364 (acesso em 28/11/2018)



Tempestades A danca do sol A roda gigante
solares

TEMA 1 — O RECONHECIMENTO DA PERIODICIDADE —AMPLITUDE E
PERIMETRO.

ATIVIDADE 1
Observe o grafico a seguir, em formato de onda, obtido pela observacéo de um fenémeno periédico.

A

i
Ll

Nesse grafico aparecem em destaque dois conceitos importantes, associados a fenbmenos periddicos: a
amplitude (A) e o periodo (P). Periodo é a distancia horizontal entre dois picos sucessivos da “onda”, e amplitude
€ a metade da distancia vertical entre dois picos.

Sabendo-se disto, a amplitude e o periodo do fendmeno periddico ilustrado no gréfico.

Amplitude (A):
Periodo (P):




Resolucéo comentada

O grafico destaca dois conceitos importantes, associados a fendmenos periodicos: a amplitude (A) e o periodo (P).
Periodo é a distancia horizontal entre dois picos sucessivos da “onda” e amplitude é a metade da distancia vertical entre
dois picos. Vamos fazer os calculos para identificar cada um deles.

Amplitude:
2-(-2)
W=+

Periodo:
(P)=35-1,5=2

2

Professor, para contextualizar esse movimento periddico, alguns exemplos podem ser apresentados aos alunos, tais
como os ponteiros do reldgio, o movimento de rotacdo da Terra ao redor do proprio eixo entre outros.

ATIVIDADE 2

Imagem de uma funcéo é o conjunto dos valores que a fun¢éo assume, ou, em outras palavras, é o conjunto
dos valores de y correspondentes aos valores de x. Observe a imagem de cada uma das seguintes funcdes
representadas em seus graficos.
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Resolucéo comentada

Professor, para resolver esta atividade é importante enfatizar os conceitos de Dominio, Contradominio e imagem para
que os alunos identifiquem cada elemento no grafico apresentado.
O conjunto imagem de uma fungdo é f: x — y é o conjunto de todos os elementos de Y que sdo imagem de um

elemento de X. Notagdo: Im(f).

Vamos identificar aimagem das fungdes apresentadas:
Funcdo1: Im(f)={y ERI-35y=3}

Fungdo 2:Im(f) = {y € Rlys 4}

Escreva o periodo, a imagem e a amplitude das fun¢fes representadas pelos graficos seguintes:
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(P)=7-3=4
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ATIVIDADE 3
Com base nas duas fun¢fes periddicas representadas a seguir, responda:
gy
1
%3
\ P il W T\ FUNGAO 2
) FUNCAO 1 |
/ hY 4
7 1N 775 -L--l_l INALals /el 7
N4 | N \
N _]2 \\ // N
%
-3
|
Fungao1; Fungao 2
(A)=1'5_§_1'5)=%=1,5 (A)=2_§_2)=§=2
(P)=4-(-4)=8 (P)=1,5-(-4,5)=6

2 qual fungéo tem o maior valor de periodo?




Afun¢do1(P=8)

) qual funcdo tem o maior valor de amplitude?
Afuncdo 2 (A=2)

TEMA 2 - A PERIODICIDADE E O MODELO DA
CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA

Antes de iniciarmos o contetido desta se¢&o, sera importante retomar os valores do seno e do cosseno de
alguns angulos chamados angulos notaveis. Séo eles: 30°, 45° e 60°.

e Paracadaitemaseguir, calcule o valor de xem fungdo de m (sugestdo: utilize o Teorema de Pitagoras).
e Emseguida, utilizando os valores encontrados, calcule seno e cosseno dos angulos notavesis.

2) Angulo de 45°

x*=m?+m?
m X2=2m2
L._' 2
X =v2m
X =m/2
X
m m
4.
o 5
m

Primeiramente vamos encontrar o valor de x no
quadrado de lado m a sequir utilizando o Teorema de
Pitagoras.

Agora aplicando as razdes trigonométricas de seno e cosseno podemos identificar os valores de (30°, 45° e 60°) e
associa-los ao ciclo trigonométrico.

Sen4°— m —i-ﬁ—ﬁ
> TV V2 2 2
m 1 W2 2



») Angulo de 60°

m2
2 _ g2,
m m= =X+
m2
x*=m?- —
60° 4
i m m i > 3m?
; 2 2 ; X =
' ' 4
|- m >
. RURE
Encontraremos primeiro o valor de x que representa a X=—
altura dotriangulo, para isso utilizaremos o teorema de

Pitagoras.

¢) Angulo de 30°

Encontraremos primeiro o valor de x que
representa a altura do tridngulo, para isso utilizaremos

o teorema de Pitagoras.
m m >
m? =x*+ (—)
2
60° m2
! m?=x>+ —
. = ‘
»
m2
x2=m?- —
4
2
x* = Elll
4
mv3
X =
2
m
- m 1
sen 30° = 2 - —==
m 2m 2
my3
X > my/3 ﬁ




Professor, este € o momento de fazer a associagao dos valores encontrados no ciclo trigonométrico. Observe como as
razoes trigonomeétricas seno e cosseno podem ser associadas ao angulo de giro de um ponto sobre a circunferéncia.

4 Raio (R) l"mc;’m do
raio (kR)
Medida da projegio ( [ty ‘\
vertical kR 1
b .
mR
Fragido do raio (mR)
Medida da projegio sen o = kR _ Cos a4 = % -m
horizontal R

Para validar essas aprendizagens o professor pode pedir que os alunos desenhem uma circunferéncia trigonométrica,
para que os valores de senos e cossenos dos angulos notaveis e também dos angulos que dividem os quadrantes sejam
associados aos valores aproximados, utilizados anteriormente. Toda essa etapa pode ser proposta na atividade o1 do tema
2.

Para saber mais

Acesse 0s link:
http:/mmw.ufrgs.br/espmat/disciplinas/geotri/modulo3/mod3_recursos/geogebra/circulo_trigo.html

Movimente o ponto P sobre o circuio | ngonorﬁétrico. Selecione as op¢bes Seno, Cosseno ou Tangente e
observe!

https:/Mmmw.geogebra.org/classic/fheda5zm
Movimente o ponto do controle deslizante e observe os valores do seno, cosseno e tangente do angulo a.



ATIVIDADE 1

Na malha quadriculada, desenhe uma circunferéncia trigonométrica de raio 10 unidades e, em seguida, faca

0 que se pede.

o) adotando a escala 1:10 unidades, divida os eixos cartesianos em subunidades, como, por exemplo, de 0,1

emO0,1.

) assinale sobre a circunferéncia a extremidade final dos arcos de 30°, 45° e 60°, bem como os simétricos em
relacdo aos eixos nos demais quadrantes. Para essa tarefa, utilize compasso ou transferidor.

Estaatividade propde nositens a) e b) ao aluno para desenhar um circulo de raio 120 e marcar os valores correspondentes
de seno e cosseno dos angulos notaveis bem como seus simétricos utilizando a escala 1:10. O aluno podera utilizar o

compasso para melhor precisdo dos arcos.

¢) Complete a tabela a seguir, relacionando todos os arcos assinalados as medidas de seus senos e cossenos,

270

lembrando que‘/Tz_ =0,7 e que? = 0,87
A“(%;”o 0 30 | 45 | 60 | 90 | 120 | 135 | 150 | 180
Seno o} 0,5 0,7 0,9 1 0,9 0,7 0,5 o
Cosseno 1 0,9 0,7 0,5 o —0,5 -0,7 -0,9 -1




Professor, para complementar a atividade vocé podera propor que os alunos continuem a tabela com os demais
angulos simétricos até 360°.

o) Na péagina a seguir desenhe os graficos das fungdes y = senx e de y = cosx em um mesmo sistema de
eixos cartesianos. (Atencéo a escala do eixo horizontal!)

Chamamos a aten¢ao do professor para que a tabela deste exercicio seja completada com os valores exatos dos senos
e cossenos dos angulos notaveis, em vez de aproximagoes, ja utilizadas no momento de completar a tabela do item c)
anterior. No entanto, serd importante que os alunos associem os valores exatos a suas devidas aproximagdes no momento
de assinalarem os senos e cossenos na circunferéncia trigonométrica que construirem.

ATIVIDADE 2

Complete

sen 135° =§

cos 90° =0
sen180°=o0

sen 120° = 3
2

> L& I

sen 300° = —?
cos 210° = —?
ATIVIDADE 3

Professor utilize o ciclo trigonométrico para justificar as afirmages da atividade 3. A visualizagdo € muito importante
para que o aluno identifique os sinais e valores de seno e cosseno nos quadrantes

E verdade que:

2 0 seno de 100° é negativo?

N&o, 0 seno e 100° é positivo pois estd no segundo quadrante.

) 0 cosseno de 350° é positivo?



Sim, o cosseno no quarto quadrante é positivo.

¢) o0 seno de 75° € maior do que o seno de 60°?

Sim, o seno de 75° é aproximadamente 0,97 enquanto o seno de 60° é aproximadamente o,87.

2 o cosseno de 125° é maior do que o cosseno de 100°?

N&o, pois cosseno de 125° é aproximadamente -0,57 e 0 cosseno de 100° é aproximadamente -0,17.

Ressaltamos mais uma vez o fato de que ndo se trata ainda de aprofundar o estudo dos graficos das fungoes
trigonométricas, aspecto esse que sera explorado nas proximas atividades, quando os alunos tiverem contato com a
identificacdo de arcos congruentes, quando ja souberem calcular a menor determinagdo positiva de qualquer angulo de
medida maior do que 360°, quando conseguirem determinar a solugao de algumas equagoes trigonométricas simples e,
por fim, trabalharem com facilidade com medidas de angulos expressas nao apenas em graus, mas também em radianos.
Destacamos que, nesta primeira etapa, os arcos foram medidos em graus e ndo emradianos. Isso é aconselhavel pelo fato
do grau ser a unidade de medida de arco familiar aos alunos nesse momento, uma vez que convivem com a ideia de angulo
de giro desde o 8° ano do Ensino Fundamental. No entanto, completada a primeira etapa, é aconselhavel apresentar aos
alunos a unidade radiano, bem como a relacdo de conversao.entre as unidades de medida nesse caso. Para tanto, sera
necessario retomar alguns conceitos e apresentar outros, de maneira similarao que se segue.

ATIVIDADE 4

O radiano

Um arco de circunferéncia pode ser medido em graus e também em radiano (rad). Para apresentar os radianos a seus
alunos, propomos que o professor retome com eles o conteUdo, que, em principio, deve fazer parte dos prévios
conhecimentos deles:

Com base na figura, responda:

2 Em uma circunferéncia, qual € a raz&o entre o comprimento e o diametro?

C

comprimento

C
. =5 =3,14159... =TI

oo

k) em uma circunferéncia, qual € a raz&o entre o comprimento e o raio?



comprimento  C
———————— = — =2m=6,28318...
raio r

Aretomada dos elementos da circunferéncia é fundamental neste momento: Diametro, raio e comprimento. A razdo
entre as medidas do comprimento e do didmetro de qualquer circunferéncia resulta sempre no mesmo valor: o nUmero
irracional T = 3,14.

ATIVIDADE 5

“Um radiano é a medida de um arco de comprimento igual ao do raio da circunferéncia.”
Observe a imagem a seguir e responda as questoes:

2) meia circunferéncia equivale a, aproximadamente, quantos radianos?

Observando o desenho, meia circunferéncia equivale a, aproximadamente, 3,14 rad.

) quantos radianos mede um arco de semicircunferéncia?

Uma semicircunferéncia é equivalente a meia circunferéncia, como verificamos no item (a). A medida de meia
circunferéncia equivale a, aproximadamente, 3,14 rad.

ATIVIDADE 6

O arco AB representado na figura a seguir mede 1,5 rad, e as trés circunferéncias tém centro no ponto O.

Quanto mede, em radianos, o arco:

2) CD?
b) EF?

Osarcos assinalados nas circunferéncias tém, em radianos, medidasiguais, visto que estdo delimitadas porum Unico angulo
central. Assim, os arcos CD e EF medem, cada um, 1,5 radiano.



ATIVIDADE 7

Na circunferéncia da figura a seguir estéo assinalados dois angulos centrais: um de medida 60° e outro de
medida 120°.

Quanto mede, em radianos e no sentido indicado, o arco:

2) MP?

O arco MP mede aproximadamente 3,14 radianos, ou, precisamente, 1t radianos.

MQ?
O arco MQ é delimitado pelo angulo central de 60°, que corresponde a terca parte de 180°. Assim, 0 arco MQ mede aterca
parte de 1, ou g radianos.

) MN?

O arco MN é delimitado pelo angulo central de 120°, que € igual ao dobro de 60°. Portanto, o arco MN mede 2?ﬂradianos

Ao completar as atividades do tema 2 (atividades 1 a 7), apos a apresentagdo dos senos e cossenos dos arcos notaveis e
de seus correspondentes nos demais quadrantes, o professor pode pedir que seus alunos resolvam algumas equacoes
trigonométricas, do tipo senx = k ou cosx =m, definidas em R e também em intervalos definidos, como, por exemplo,
[0, 2], [0,47], [2m, 67 ], etc. Para ndo ressaltar apenas o aspecto algébrico envolvido na resolucdo de equagdes dessa
natureza, o professor pode pedir que 0s alunos também as resolvam graficamente, como, por exemplo, na atividade 8 a
seqguir:



ATIVIDADE 8

Observe o gréafico da fungéo y = senx, desenhado no intervalo [0, 411]. Neste grafico estdo assinalados
guatro valores de x, que s&o solugdes da equagao senx =—% no intervalo considerado.

Quais seriam as outras solucfes dessa equacao no caso dos intervalos a seguir:

Primeiramente vamos considerar alguns pontos do enunciado que devem ser considerados ao fazer a leitura.

e  Mostrar aos alunos que a curva da funcdo seno se iniciano x = o eterminaemx = 4, o que justifica o intervalo
lo, 47];

e Conceitos de amplitude e periodo podem ser retomados.;

e Associar os valores da fungao seno com o ciclo trigonométrico.;

e  Osalunos devem identificar os valores do intervalo [0, 47] que tem como imagem y=—§ e a partir dai responder

ositensa)eb).

a) [0, 6m]

3 43T
—_ ——
6 6

35T 47T

i, Mm=—

6 6



ATIVIDADE 8

Consultando o gréfico da atividade anterior, encontre a solugdo de cada equacéo no intervalo [0, 4]:

a) senx =1

T 5T

_e_

2 2

b)senx=%

T 5m 131 17m

6666
_ V3

) senx= —

m o2m 7M. 8m

T € —

33 3 3

Apesar de ndo propormos nas atividades do tema 2 que os alunos sejam apresentados a arcos com extremidades finais
negativas, produzidos com base de giros no sentido horario na circunferéncia trigonométrica, julgamos importante que eles
saibam da existéncia desses tipos de arcos e que, ao menos, desenhem uma circunferéncia e nela assinalem os arcos com
extremidade final na primeira volta negativa.

CONSIDERAGCOES FINAIS PARA A AVALIACAO DA APRENDIZAGEM DO TEMA 2.

O modelo da circunferéncia trigonométrica precisa ser compreendido para que o estudo de conceitos relacionados a
ela possa ser realizado com qualidade. Ao fim desta Sequéncia de Atividades, é importante que o professor avalie se os
alunos sao capazes de:

e identificar a posicao da extremidade final de um arco medido em graus;

e identificar a posicao da extremidade final de um arco medido em radianos;

e converter para radianos uma medida de arco expressa em graus;

e _obteramenor determinacao positiva de um arco qualquer;

e reconheceras diferencas e as semelhancas entre os graficos das fun¢des y = senx e y = cosx;
e resolver equagdes trigonométricas simples.

As diversas propostas de atividades apresentadas neste Caderno podem servir de exemplo para a elaboragdo de
questdes a fim de avaliar os alunos. Nesse sentido, destacamos a importancia de o professor priorizar questoes de carater
conceitual, em detrimento daquelas que exigem passagens algébricas ou formalizagdes além do necessario. De qualquer
maneira, sera importante que todos os itens de conteudo listados anteriormente sejam contemplados de alguma forma
nas avaliagdes do periodo, sejam elas individuais ou em grupos, com consulta ou ndo etc. Finalizada essa etapa de
apresentagao do modelo da circunferéncia trigonométrica e da construcao dos graficos das fungdes seno e cosseno, o passo
a sequir, que sera discutido no Tema 3, envolve a mobilizagdo de todos esses conteudos na representacdo da periodicidade
de um fendmeno por meio de um grafico cartesiano.



TEMA 3 - GRAFICOS DE FUNCOES PERIODICAS
ENVOLVENDO SENOS E COSSENOS

Roteiro de aplicacéo.

Fendmenos periddicos ocorrem regularmente mantendo suas caracteristicas basicas, isto &, se repetem sempre da
mesma maneira. Hd uma enorme gama de fendmenos dessa natureza, e alguns deles serdo analisados nas atividades do
tema 4, que, assim como esta, tem como objetivo o estudo das fungdes matematicas que modelam a periodicidade. Um
processo completo de modelagem de determinado fendmeno envolve a observacdo da ocorréncia deste, a tomada de
dados, que normalmente exige a representacao cartesiana dos dados obtidos, e, finalmente, exige a obten¢do de uma
sentenca matematica que se ajusta aos dados experimentais. Por consequéncia, a sentenga obtida podera ser aplicada a
novas situagdes, que venham a ocorrer em condi¢des semelhantes as observadas durante o experimento realizado.

Varios fendmenos periddicos podem ser modelados por intermédio de uma fungdo trigonométrica cuja representacdo
algébrica é composta de senos efou cossenos. Para que seja possivel aos alunos compreender em profundidade o
significado da modelagdo de um fendmeno por meio de uma sentenga que envolva senos ou cossenos, € necessario que
saibam, de um lado, desenhar graficos de fun¢des desse tipo com base em suas representagdes algébricas, e, de outro, que
consigam escrever a sentenca de um grafico. Com esse objetivo, propomos, nesta sequéncia de atividades, que os alunos
construam os graficos e reconhegam as propriedades de fun¢des dotipoy = C + AsenBx e y = C + AcosBx, comparando-
as com as fungdes elementaresy = senx e y = cosx, com que ja tiveram contato anterior.

Nesse percurso, poderao avaliar as transformagoes que as constantes A, B e C impdem aos graficos das fungoes
elementares. Para compreender a importancia do estudo que ora propomos, podemos analisar o processo que
normalmente desenvolvemos ao apresentar as fungoes de 2°grau para nossosalunos.

O grafico cartesiano que tem formato de uma parabola com o eixo de simetria na vertical, como sabemos, é a
representagao de uma fungdo do tipo y = ax2 + bx + ¢, com a # 0. Ao observarmos uma sentenga desse tipo, com
coeficientes numéricos, identificamos se a concavidade da parabola é voltada para cima ou para baixo, e somos capazes de
avaliar se a parabola tem ou ndo raizes reais, e prevemos a posicao do vértice da parabola. A partir dai, conseguimos ndao
apenas desenhar o grafico da fungao, como também analisar todas suas propriedades (simetrias, imagem, dominio, sinal,
etc.). Assim como fazemos com as parabolas, identificando e significando os coeficientes da representacdo algébrica da
funcao e representando-a cartesianamente, também devemos ser capazes de fazer com os demais grupos de fungdes que
estudamos no Ensino Médio, ou seja; relacionar a variagdo de seus coeficientes com as mudangas graficas correspondentes.

Com as fungdes trigonométricas nao poderia ser diferente, dada a enorme quantidade de situagdes contextualizadas
em que se detecta sua presenca. Discutiremos, nesta sequéncia de atividades do tema 3, apenas os graficos das funcdes
seno ou cosseno, deixando para segundo plano os graficos das demais fungdes (tangente, cotangente, secante e
cossecante). Acreditamos que o professor, decerto, vai avaliar a pertinéncia de apresentar a seus alunos também os demais
graficos, dependendo das condigdes de sua turma e do tempo disponivel. A Sequéncia de Atividades sera desenvolvida
sobre trés percursos, que o professor podera trilhar total ou parcialmente, a seu critério.

e No primeiro percurso, propomos a constru¢do dos graficos por meio de uma tabela de valores especialmente
escolhidos;

e No segundo percurso, sugerimos que o professor utilize um software de construcao de graficos para auxiliar a
compreensgo dos alunos e imprimir maior velocidade as conclusdes.;

e No terceiro percurso, sugerimos que o professor discuta com os alunos sobre graficos trigonométricos em que o
seno e o cosseno variam em fungao do tempo, isto &, graficos expressos por sentengas do tipoy = C + A.senB.t,
comt escrito em segundos, ou em minutos, ou em horas etc.

e  Construgao do grafico a partir de tabela de valores para motivar os alunos a se envolverem com a construcdo e
analise de graficos trigonométricos o professor pode discutir o fato de que o modelo ondulatdrio estd presente na
explicacdo de uma série de fendmenos proximos ao dia a dia dos alunos, como, por exemplo, as transmissoes
radiofonicas ou televisivas.

Para tanto, o professor pode comentar que a frequéncia de transmissdo de radios em FM é da ordem de megahertz,
isto é, ondas que passam por um ponto “carregando” cerca de 1 milhdo de periodos (ou comprimentos de onda) por
segundo. De outra forma, as estagdes AM transmitem na faixa dos quilohertz, isto é, uma onda de radio dessa faixa
“carrega” cerca de mil periodos (ou comprimentos de onda) por segundo. Essas variagoes de periodo e de frequéncia sao
visiveis no desenho da onda e também na escrita de sua equacao, e isso sera feito por meio da construcao dos graficos, que



ora iniciamos. Comentaremos alguns exemplos de graficos construidos a partir de tabela de valores, introduzindo valores
de uma constante a cada vez. O professor pode utilizar-se desses mesmos exemplos ou recorrer a outros que julgar mais
apropriados ao desenvolvimento de suas turmas. Todavia, sugerimos que, em qualquer caso, os alunos possam,
inicialmente, utilizar papel quadriculado para desenhar os graficos das tabelas que elaborarem.

Construcédo do gréfico a partir da tabela de valores

A elaboracdo da tabela para a construcéo do gréafico levard em conta os valores que marcam a divisdo entre

. N o 3
os gquadrantes da circunferéncia trigonométrica, isto é 0, g , T, 7“ , 2TT.

Para comegar a construir em um mesmo sistema de eixos cartesianos os gréficos de y = senx e de y = 2senx,
vocé pode elaborar a seguinte tabela de valores:

/ X y=senx y = 2senx \

0 0 0
T 1 2
2

m 0 0
3_" -1 -2

2




ATIVIDADE 1

a) complete a tabela a seguir:

0 0 0 0
T | 5
2 4 *
T
T = 0 0
2
=ik 3—Tr —i -2
2 4

\27‘[ T 0 0 /
_~

Perceba que a primeira coluna da tabela, a cima, contém os valores divisorios dos quadrantes, que sdo adotados para
facilitar a constru¢do. Para demonstrar melhor aimportancia do fator 2, introduzido na sentenca algébrica, desenhamos os
graficosdey = senx e de y = 2sen2x em um Unico sistema de eixos cartesianos, conforme representado no item b:

b») esboce o grafico, no plano cartesiano a seguir com os dados apresentados na tabela.

V

y = 2sen(2x)

¥

i 3w

A —
y = sen(x)

-2




ATIVIDADE 2

2) Complete a tabela e desenhe em um mesmo sistema de eixos cartesianos, no papel quadriculado, os

gréficosdey = cos xedey = cos (3) no intervalo [0, 417]

X

2 2

0 o 1 1

T

5 m 1 o)

T 2T 1 -1
3m m -1 o)

> 3

K 2 4T 1 -1
2

™2z

a

a2 Fag 5mi2 am w2 4

-1 - —

y =+ cos(;) y = cos(x)

) Escreva uma diferenca entre os graficos das funges y =cosx ey = cos (g)

Espera-se que os alunos percebam que o grafico de y = cosx completa um periodo em 27, enquanto o grafico de
X . ’ . . ’ e ~ r
y=cos (=) completa apenas meio periodo em 27, 0 que significa que o periodo desta Ultima fungdo é 4T



ATIVIDADE 3

Observe a tabela a seguir, que contém valores de pares ordenados das fungdes y = sen 4x, y = 2 sen 4x

ey =1+ 2sen4x.

a) complete a tabela

0 0 o} o 1
T T
E g 1 2 3
T
Vi Z (0] (0] 1
3m 3m
R R -1 -2 a5
8
2 T
K 11 E (0] (0] 1 /

. ’ Tt
Perceba que foram atribuidos para 4x os valores o, s

circunferéncia.

31

< e2m que sao os valores que dividem os quadrantes da

) Esboce os gréficos de y = senx e dey =1+ 2 sen4x em um Unico sistema de eixos coordenados.

O desenho dos graficos de y = senx e de y =1 + 2.5en4x em um Unico sistema de eixos coordenados permite que
sejam discutidas as modificagdes que as constantes introduzidas na equagao causam ao grafico elementar.

-1

¥i

=1+ 2 sen(4x)

y = sen(x)



¢) Repare que, em relagéo ao gréfico de y = senx, o gréfico de y = 1 + 2sen4x foi deslocado verticamente, 1
unidade para cima, e teve seu periodo diminuido 4 vezes e sua amplitude do- brada, efeitos esses causados,
respectivamente, pelas constantes 1, 4 e 2. A partir dessa observacéo, complete a tabela a seguir:

/ Comparacéo entre os dois graficos \
Funcao y =sen X y =1 + 2sendx
2T Tt
Periodo 2T — ==
/A 2
Imagem [-1, 1] [-1, 3]
\ Amplitude 1 2 J

Construcéo de gréficos com o auxilio de um aplicativo de geometria dinamica

Atualmente existem alguns aplicativos de geometria dindmica que podem ser utilizados em smartphones e
computadores pessoais, como por exemplo o GeoGebra.
O download do aplicativo esta disponivel no site: https:/mww.geogebra.org/?lang=pt.

ok40
=]

~
Veja, por exemplo, os graficos seguintes, das funcées y = senx, y=2 senx ey = 3 senx, desenhados com o
auxilio do aplicativo de geometria dindmica GeoGebra.

[

3
2 o y-=3senx

y = 2sen x
1

y = sen x ‘
2w =-3mw/2 - -m/2 /2 3m/2 b1

1
=2
=3 -



ATIVIDADE 4

Observando os gréficos construidos, responda: qual € a alteragao produzida no gréfico de y = sen x quando
multiplicamos toda a fun¢éo por um valor constante A # 0?

Observando asfungdesy=senx, y=2senx e y=3senx construidas com o auxilio do software Geogebra, podemos concluir
que houve variagdo na amplitude do grafico e, portanto, também aimagem da funcdo.

ATIVIDADE 5

Observando todos os gréficos desenhados e responda:

2) qual é o dominio de uma fungéo do tipo y = Asenx?

Dominio da funcdo: todos os nimeros reais R

») qual é aimagem de uma funcéo do tipo y = Asenx?

Considerando A # 0, aimagem da fun¢doy = Asenx é o intervalo [-A, A].

¢) qual é o periodo de uma fungao do tipo y = Asenx?

O periodo dafungdoy = Asenx é 2m

ATIVIDADE 6

Com o auxilio da tabela a seguir, construa o gréficode R — R, definidapor y = 3 - cosx + 1

/ X CoS X y =3 cosx + 1 \

0 1 3+1=4
/o 0 0+1=1
m -1 —3+1=—2
3"/2 0 o+1=1
\ 2m 1 3+1=4 /

y = 3cos(x)+1

m2 m amz 2m

ATIVIDADE 7



Com o auxilio da tabela a seguir, construa o graficode R — R definida pory = 1 + cos 2x

/ X 2X Cos 2X y =1+ cos 2x \
0 0 1 1+1=2
it
" Tr/2 0 1+0=1
it
> 1T -1 1+(-1)=0
3 3
— 0 1+0=1
4 /2
\ T 2m 1 1+1=2 /
Y,
2 y =1 + cos(2x)
1
e

Apds a realizagdo da atividade o professor podera retomar alguns conceitos trabalhados anteriormente, tais como
dominio, imagem, periodo e amplitude da funcao.

Para saber mais..

Professor, indicamos a seguir os links, que poder&o auxiliar no estudo gréfico das fungdes trigonométricas,
SEeno e cosseno.

Se houver a possibilidade de utilizagdo, proponha aos alunos que explorem ao maximo os aplicativos
disponibilizados.

https://www.geogebra.org/classic/bd9kunch

https:/Mww.geogebra.org/classic/hvhij96kqg



https://www.geogebra.org/classic/bd9kunch
https://www.geogebra.org/classic/hvhj96kq

TEMA 4 - EQUACOES TRIGONOMETRICAS

Roteiro de Aplicacéo.

As equacg0es trigonomeétricas envolvendo seno ou cosseno exigem a determinacdo de uma medida de arco paraqual o
. . 1
seno ou cosseno assume determinado valor, como, por exemplo, determinar x para que senx = =, ou cosx = —1. Casos

como esses, frequentemente apresentados e resolvidos em cursos de Ensino Médio, se forem compreendidos a luz da
modelagem de fungoes trigonomeétricas, podem ampliar sobremaneira os significados associados a esse tipo de funcao.
Entre os diversos fendmenos periddicos possiveis de serem modelados por sentengas algébricas envolvendo senos ou
cossenos, foram selecionados trés, apresentados a sequir, com a proposta de resolucao de algumas equacoes. As atividades
asequir consistem em fornecer aos alunos o texto descritivo de cada fenémeno, solicitar a leitura, eliminareventuais duvidas
e, finalmente, pedir a eles que resolvam algumas questoes.

Calculo do periodo de claridade de uma cidade

Ainclinacéo do eixo de rotacéo da Terra é o fator responsavel pela alteracdo da quantidade de insolacéo que
uma cidade recebe durante o ano. Essa alteragdo da quantidade de horas de luz solar marca as estacoes:
primavera, verao, outono e inverno.

Em cidades proximas a linha do Equador quase néo se percebe a passagem das estacdes, pois o indice de
claridade anual é praticamente 0 mesmo durante todo o ano, cerca de 12 horas por dia, que também vale para
a temperatura média mensal. J& em regifes mais afastadas do Equador, a inclina¢éo do eixo terrestre faz que o
verao tenha dias bem longos, com alto indice de insolagao, enquanto no inverno a situacéo se inverte, com dias
bem curtos, e com poucas horas de claridade.

Em uma regido um pouco afastada do Equador como, por exemplo, no Sul de nosso pais, se registrarmos
durante um ano o nimero de horas de claridade diaria, perceberemos que os dados obtidos podem ser ajustados
por uma fungao trigonomeétrica, isto €, que a quantidade de horas de claridade diaria varia periodicamente em
funcdo do tempo. A equacdo seguinte traduz essa situacéo para determinada localidade, que chamaremos
cidade B.

-7 T3 %" (365

A variavel x dessa equacao corresponde ao nimero de dias contados a partir do dia 23 de setembro, quando

. N, . . ., . . 2 P .
comega a primavera no Hemisfério Sul, dia esse chamado equindcio de primavera. O arco % € medido em

radianos e N é a quantidade de horas de claridade diaria. Assim, no dia 23 de setembro, x = 0 e o valor de N
pode ser assim obtido:

B 35 7 (21TX>

2n-o) 35,7 035 o
3 33e =3 =11 oras

ATIVIDADE 1

Como era de se esperar, nos dias de equindcio o nimero de horas de claridade é proximo da metade da
duracéo de um dia.

2) Qual é o nimero aproximado de horas diarias de insolagdo da cidade B no dia 21 de dezembro, dia solsticio,
gue marca a entrada do verdo no Hemisfério Sul?

Considerandox =90 0 numero de dias no periodo, temos que:

35,7 21m.90 : ~ x
N= Srisen(T)- Se aproximarmos 365 =4 - 90, podemos escrever a express3o:



4-90 3
entéoN=—+Z-1
3
2
N= 22
3

k) qual € o nimero de horas diérias de insolagdo da cidade B no dia 21 de junho, solsticio de inverno no
Hemisfério Sul?

Adotando x = 90, visto que junho antecede setembro em trés meses, e adotando a simplificacdo realizada no item anterior,
temos:

3 2
N=£+Z-(—1)
3 3

28
N = 3 = 9,3 horas

¢) de posse de uma tabela trigonométrica, ou de uma calculadora cientifica, determine os dias do ano em que
0 numero de horas de claridade na cidade B sejaigual a 13 horas.

35 7 21X
13= =+ — -sen (—)
3 3

365
13_3_5 39—-35 4
2TIX 4
sen(—)= 3.3 .3 Y=o
365 7 7 7 7_ !
3 3

Precisamos responder: qual € 0 arco, em radianos, cujo seno é igual a 0,6?
A resposta, de acordo com a calculadora cientifica, é 0,64.

Assim:
2TIX 6 dias. Vei
—— = 0,64 = x =137,2 dias. Veja:
365 :
2TIX 233,6
o Tobe = A= 236=x= 2 S [ 73]

Para encontrar o dia desejado, precisamos contar 37 dias a partir de 23 de setembro. Feito isso, obteremos 30 de outubro.



ATIVIDADE 2

A periodicidade da pressdo sanguinea

O gréfico a seguir representa a variagéo da pressao (P, em milimetros de mercurio, mmHg) nas paredes dos
vasos sanguineos em fungéo do instante (t, em segundos) em que a medida da pressao foi realizada.

AP

t (s)

0375 075 1,125 © 15 1,875 225
S I ) I Y S I B

Observando gque a imagerm ua iungao e o Inervaio [su, 12U, qUe a ampiitude e 2uU e gue o periouo € 0,75 =
3 ~ ~
7 podemos escrever a equacdo da funcao:

81t
P(t) = 100 - 20cos (T)

a) calcule a medida da pressao no instante 2 segundos.

16T
P(2) =100-20- cos (T)

P(2) =100-20" (-0,5)

P(2) =100 +10=110

Portanto noinstante 2 segundos, a pressao sera de aproximadamente 110 mmHg.



) quais séo os instantes de tempo entre 0 e 1 segundo em que a pressao sanguinea é igual a 100 mmHg?
Para que a pressao sanguinea seja igual a 200mmHg, temos que P(t) = 100, entdo:

8mt 8mt
P(t) = 100 — 20 - cos (T) = 100 = 100 — 20 - cos (T)

20 <8nt) 100 100 (8nt) 100 — 100 (8nt) 0
. — = —_ = e = — —_— =
cos 3 cos 3 20 cos 3

Podemos concluir entdo, que:

8t ™ 16Tt 31+ 6k
—_— = — 4 k'l'[ = =
3 2 6 6

= 167t = 31 + 6k

3m(2 + 6k) 3(a2 + 2k)
=>t=

ottt = 6k)=>t=
161t = 31(2 + 6k) o v

Para que o tempo (1), esteja no intervalo de o a1 sequndo, os valores de k sdo: 0, 1 e 2 obtendo assim

3(2+2:0) 3
t(O)=T=ES

31+ 2-1 9
t(1)=(T)=ES

3@+2-2 15
t(Z):T=ES
ATIVIDADE 3

(UNESP) Uma equipe de mergulhadores, dentre eles um estudante de ciéncias exatas, observou o
fendbmeno das marés em determinado ponto da costa brasileira e concluiu que 0 mesmo era periddico e podia
ser aproximado pela expressao:

P(t) = % + 2cos [(g)t + (%T)]

onde t € o tempo (em horas) decorrido apds o inicio da observacéo (t=0) e P(t) é a profundidade da agua (em
metros) ho instante t.

2) resolva a equacdo, cos[(1/6)t + (5m/4)] =1, parat>0
18 s 1 1
Para que cos [( ?) t+ (%)] =1, temos que (Z) t+ ST =2T- n,comneZ
Vamos encontrar o valor de tem fun¢do den.
L T T 1 T 8mn — 5m
(E)t+ (%) =2T-n= (?)t=2n-n— ST = (—)t= %,entéo

m(8n-5)

m(8n-5) 6 48n-30 48 30 15
=>t= L— = =t
4 T 4 4 4

4
n
6



) determine quantas horas ap6s o inicio da observagao ocorreu a primeira maré alta.

No item anterior, encontramos uma expressao para tem fun¢do de n. A primeira maré alta ocorreu quando n =1, portanto,:

1 1
t=12n ——5=>t = 12——5=> t=ih=4h3omin
2 2 2

Consideracdes importantes sobre a avaliacéo

A escala apropriada para o desenvolvimento de cada conteudo s pode ser devidamente indicada pelo professor na
articulagdo entre o conhecimento que tem sobre sua turma de alunos e as metas de seu plano de ensino. De forma
semelhante, entendemos que, nas diferentes etapas de avaliagdo, deve ser levada em conta a pertinéncia deinstrumentos,
o percurso estabelecido e os conteudos abordados. Vale destacar que, dada a relevancia de determinados conceitos, é
importante que estes tenham sua compreensao avaliada em varios momentos. No entanto, apesar da variedade de formas
e conteudos/objetos de conhecimento, algumas premissas precisam ser adotadas. Como ponto de partida, convém buscar
resposta a duas questdes de suma importancia:

e  Quais as principais habilidades que devem ser avaliadas?
e  Quaisinstrumentos podem avaliar as habilidades selecionadas?

Com relagdo a atividade o1 do tema 4, referente as principais habilidades que os alunos precisam mobilizar para serem
avaliados, é necessario que eles consigam:

e I|dentificara posi¢ao da extremidade final dos arcos notaveis na circunferéncia, associando-os aos correspondentes
valores de senos, cossenos, tangentes e cotangentes.

e  Obteramenor determinacdo positiva de arcos medidos em radianos ou em graus.

e Representar os graficos das fungdes trigonométricas e reconhecer suas propriedades.

e Determinar o conjunto solu¢do de equagdes ou de inequagdes trigonométricas, mesmo daquelas envolvidas por
contextos nao apenas matematicos.

No processo de avaliacdo, sugere-se que o professor utilize diferentes instrumentos de forma que o quadro final da
avaliacdo retrate tanto ascaracteristicas do trabalho realizado como as diversas competéncias que cada um de seus alunos
consegue ou hao mobilizar na resolugdo de situagdes-problema de Trigonometria. Dessa forma, € possivel considerar que:

e Uma atividade avaliativa individual deve ser realizada com o objetivo de permitir que os alunos busquem e
discorram sobre situagoes do cotidiano em que se observa claramente a periodicidade.

e As atividades desenvolvidas em sala de aula, cumpridas em grupos ou individual mente, devem ser avaliadas
continuamente, a fim de compor um quadro que considere todos os passos do processo de construgdo conceitual.
Algumas vezes, portanto, avalia-se ndo sé o que foi “feito” pelo aluno, mas principalmente, seu processo de
trabalho..

e Todas as atividades aplicadas para os alunos poderao ser resolvidas em duplas ou trios, cabendo ao professor
acompanhar as equipes durante a realiza¢do, sanando duvidas e eliminando dificuldades. Ao final, todos os alunos
podem entregar sua produgdo para que o professor as comente e avalie.

e  Resolver equagdes trigonométricas € uma habilidade esperada dos alunos ao fim do estudo. Cabe ao professor
definir quais tipos de equagdes vao exigir resolucdo, de acordo com aquilo que apresentou e discutiu
anteriormente. No entanto, vale salientar a importancia de que algumas dessas equagoes sejam apresentadas e
resolvidas com base em situagdes do cotidiano, como é o caso das equagdes que compdem o tema 4 desta
sequéncia de atividades, e que, posteriormente, passem a compor instrumentos de avaliagdo objetiva.

Livros didaticos contém, via de regra, uma série de equagdes trigonométricas para os alunos resolverem. Estas séries
sao indicadas especialmente para os alunos que, por algum motivo, ndo tenham conseguido se apropriar do conhecimento
desejado durante a realiza¢do das atividades propostas no caderno do aluno
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